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Vorwort. 



Die freundliche Aufnahme, welche die beiden ersten Theile 
der „Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde" erfah- 
ren haben, bestimmte den Verfasser mit der Veröftentlichung des vor- 
liegenden dritten Theiles nicht länger zu zögern. Derselbe enthält 
einen Versuch, die „Geometrie der Regelflächen dritter Ord- 
nung" auf Grund der in den zwei ersten Theilen niedergelegten 
Principien zu entwickeln, und sind ihm vier Noten beigegeben, welche 
mit der Theorie ein -zwei -deutiger Gebilde verwandte Materien behan- 
deln. Bei der Untersuchung der Regelflächen dritter Ordnung kam 
dem Verfasser die ausgezeichnete Abhandlung Cremona's: „Sülle 
superficie gobbe del terz' ordine" (Atti del R. institute Lom- 
bardo vol. 11. 1861) besonders zu Statten. Was speziell die Note B. 
anbelangt, so enthält sie die Lösung eines Theiles der für das laufende 
Jahr von der königl. Preuss. Akademie der Wissenschaften gestellten 
Preisfrage, indem in ihr ein geometrisches Verfahren enthalten ist, 
nach welchem man die Hauptkrümmungsrichtungen und Hauptkrüm- 
mungshalbmesser beliebiger Flächen construiren kann, wenn man die 
Krümmungsradien dreier Schnitte kennt. Diese Note ist dem 2. Hefte 
des 3. Bandes der mathematischen Annalen entnommen, wozu die 
hochgeehrte Redaction dem Verfasser freundlichst die Erlaubniss ertheilte. 

Die im dritten Theile öfter vorkommenden Citate, in denen 
vom 1. und H. Theile die Rede ist, beziehen sich auf die „Theorie 
der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde, 
B. G. Teubner 1869". Zum Schlüsse fühle ich mich verpflichtet, 
dem Herrn Verleger für die sorgfältige Ausstattung des Werkes 
meinen Dank auszusprechen. 

Prag im September 1870. 

Der Verfasser. 



Inhalt. 



in. Theü. 

Artikel. Seite 

1. Ein -zweideutige Gebilde im Räume 3 

2. Erseugniss ein -zweideutiger Reihen deren Träger sich schneiden. 
ErzeugnisB einzweideutiger Strahlenbüschel mit gemeinsamem Scheitel. 
Reducirte ein-zweideutige Strahlenbüschel im Räume 4 

3. Erzeugniss ein-zweideutiger Ebenenbüschel deren Axen sich schneiden. 
Reducirte ein-zweideutige Ebenenbüschel im Räume. Der Kegel 
dritter Ordrung mit einer Doppelkante erzeugt mittelst einer Raum- 
curve dritter Ordnung i 8 

4. Erzeugniss ein-zweideutiger im Räume beliebig liegender Strahlen- 
büschel in Bezug auf einen Punkt 14 

5. Erzeugniss einer eindeutigen Reihe und eines zweideutigen Strahlen- 
bÜBchels; Erzeugniss einer zweideutigen Reihe und eines eindeutigen 
Strahlenbüschels 14 

6. Erzeugniss eines eindeutigen Ebenenbüschels und eines zweideutigen 
Strahlenbüschels ; Erzeugniss eines zweideutigen Ebenenbüschels und 
eines eindeutigen Strahlenbüschels 15 

7. Erzeugniss einer eindeutigen Reihe und eines zweideutigen Ebenen- 
büschels; Erzeugniss einer zweideutigen Reihe und eines eindeutigen 
Ebenenbüschels 16 

8. Das Erzeugniss zweier ein-zweideutigen Punktreihen ist identisch 

mit dem Erzeugniss zweier einzweideutigen Ebenenbüschel .... 16 

9. Die durch zwei ein-zweideutige Punktreihen oder Ebenenbüschel 
erzeugte Fläche ist eine Regelfläche dritter Ordnung 18 

10. Die Regelfläche F^ dritter Ordnung besitzt nur ein einziges System 
von Erzeugenden welches die Axen der, die Fläche erzeugenden 
Ebenenbüschel oder Punktreihen zu Transversalen besitzt 19 

11. Ebene Schnitte der Fläche F^. Die Doppellinie und die einfache 
Leitlinie der Fläche 20 

12. Jede Regelfläche dritter Ordnung ist das Erzeugniss ein-zweideutiger 
Ebenenbüschel oder Punktreihen 22 

13. Bestimmungsarten und Gonstruction der Fläche F^, Schnittpunkte 
eines Geraden. Tangenten und Inflexionstangenten der Fläche . . 23 

14. Vervollständigung der, die Fläche erzeugenden Ebenenbüschel. 
Erzeugung der Fläche mittelst projectivischer gerader und krummer 
Punktreihen. Erzeugung der Regelfläche F^ durch eine bewegliche 
Gerade und durch zwei ein-zweideutige Punktsysteme von denen das 

eine krumm ist 27 



VI Inhaltsverzeichniss. 

Artikel. Seite 

15. Verwendung ein-z weiden tiger reducirt liegender Strahlenbüschel. 
Erzeugung der Regelfläche F^ durch zwei Gerade und einen Kegel- 
schnitt. Erzeugung der Begelfläche F^ durch zwei Kegelschnitte 
und eine Gerade. Je zwei Kegelschnitte der Fläche schneiden sich 

in einem Punkte 29 

16. Alle auf der Regelfläche liegenden Kegelschnitte berühren die Ver- 
zweigungsebenen des eindeutigen Büschels 31 

17. Erzeugung der Fläche F^ durch zwei projectivische Punktsysteme 

und durch ein-zweideutige Punktsysteme 32 

18. Tangentialebenen der Regelfläche ^. 33 

19. Construction der Tangentialebene eines Punktes. Die Inflexions- 
tangenten eines Punktes. Die Tangentialebenen in Punkten der 
Doppellinie und die Doppeltangentenebenen 35 

20. Der, der Fläche F^ aus einem willkürlichen Punkte umschriebene 
Kegel. Der Kegelscheitel liegt auf der Fläche 38 

21. Erzeugung der Regelfläche F^ mittelst eines Kegels dritter Classe 
vierter Ordnung 39 

22. Erzeugung der Regelfläche durch Kegel zweiten Grades. Alle der 
Fläche F^ umschriebenen Kegel gehen durch zwei feste Punkte . . 41 

23. Die Tangentenebene der Fläche in einem ihrer Punkte 44 

24. Die Cuspidalpunkte , Cuspidalebenen und die singulären Erzeugenden 

der Regelfläche 44 

25. Tangenten der Fläche und ihr umschriebene developpable Flächen 47 

26. Die Tangentialebenen der Cuspidalpunkte 60 

27. Die Natur der Fläche -F, ist abhängig von der Realität oder Com- 
plexität des erzeugenden zweideutigen Gebildes 50 

28. Ebenen welche die Fläche nach Curven dritter Ordnung und Classe 
schneiden und Punkte für welche der umschriebene Kegel von der 
dritten Ordnung und Classe ist 56 

29. Erzeugung der Fläche F^ durch ein Kegelbüschel und ein Ebenen- 
büschel 58 

30. Erzeugung der Fläche durch eine Kegelschnittsreihe und eine Punkt- 
reihe 60 

31. Erzeugung der Fläche durch zwei projektivische Kegelbüschel und 
Kegelschnittsreihen 61 

32. Spezielle die Regelfläche erzeugende Kegelbüschel 62 

33. Schnittcurven der Fläche F^ mit, durch die Doppellinie gehenden 
Kegelflächen zweiter Ordnung 63 

34. Zweite Erzeugungsart der Fläche JPg durch Kegelbüschel 65 

35. Reciproke Ergebnisse 66 

36. Die , durch ein Ebenenbüschel auf der Fläche .F3 bestimmten Curven 
dritter Ordnung 66 

37. Die , aus Punkten einer Geraden der Fläche F^ umschriebenen Kegel 68 

38. Schnittcurve der Fläche F^ mit einem Kegel dritter Ordnung für 
welchen die Doppellinie der Fläche eine Doppelkante ist 68 

39. Schnittcurve der Fläche F^ mit einer allgemeinen Fläche w-ter 
Ordnung 70 

40. Auf der Fläche JP3 liegende Curven dritter Ordnung 71 

41. Fortsetzung. Kleinste Zahl der Punkte welche die Doppellinie mit 
einer auf der Fläche liegenden Curve n-ter Ordnung gemeinsam hat 72 



♦ 

Inhaltsverzeichniss. VII 

Artikel. Seite 

42. Erzeugung einer Regelfläche dritter Ordnung mittelst einer Raum- 
curve dritter Ordnung 74 

43. Erzeugung der Flächa F^ durch eine gerade und eine krumme auf 
einer Raumcurve dritter Ordnung liegende Punktreihe 75 

44. Entstehung der Curven dritter Ordnung auf der Fläche F^. Schmiegungs- 

hyperboloide^ . ^ 77 

45. Hyperboloide welche durch die Doppellinie und eine Erzeugende 
hindurchgehen und solche welche zwei Erzeugende und die einfache 
Leitlinie enthalten , . 79 

46. Die durch eine Raumcurve dritter Ordnung welche auf einer ^3 
liegt gehenden Flächen zweiten Grades 80 

47. Auf der Fläche F^ liegende Raumcurven vierter Ordnung 82 

48. Erzeugung der Fläche F^ mittelst einer Raumcurve vierter Ordnung 
zweiter Art 86 

49. Bestimniung der, auf einer Fläche JPj liegenden Curven durch Punkte 87 

50. Fortsetzung 89 

51. Die Berührungscurven dritter Ordnung auf einer Fläche F^ . . . . 94 

52. Die Berührungscurven vierter Ordnung auf einer Fläche» F^ und das 
Polarhyperboloid , 97 

53. Zusammenhang der Regelfiäche F^ mit einer eigenthümlichen Fläche 
derselben Art 101 

54. Fortsetzung 105 

55. Parabolische Schnitte und Kreisschnitte der Regelfiäche JP3 . . . . 106 

56. Die Verwandtschaftsgleichung ein-zweideutiger Gebilde als Gleichung 

der Regelfläche JPg 108 

57. Die Cayley'sche Regelfläche dritter Ordnung 109 

58. Schluss 114 

Note A. 

1 — 7. Die Construction algebraischer Ausdrücke des dritten Grades ... 116 

Note B. 

1 — 5. Construction der Hauptkrümmungshalbmesser und der Hauptkrüm- 
mungsrichtungen bei beliebigen Flächen 120 

' Note C. 

1—8. Die Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte als Erzeugnisse 

krummer projectivischer Gebilde . 127 

Note B. 

1 — 28. Die windschiefe Raumcollineation 139 



- - " ■ ! ■ I I i^—äaiatnanajgn 



Dritter Theil. 



Geometrie der räumlichen Erzeugnisse ein -zwei -deutiger Gebilde, 

insbesondere der 

,,Regelfläeheii dritter Ordnnng", 



Wetb, Theorie. 



1. Nachdem wir im ersten Theile die Theorie der ein -zwei- 
deutigen Gebilde im Allgemeinen entwickelt und im zweiten Theile 
ihre ebenen Erzeugnisse untersucht und unter verschiedenen Ver- 
hältnissen construirt haben, wenden wir uns nun zu den Erzeug- 
nissen derselben Gebilde im Räume. 

Bei der Untersuchung der Erzeugnisse ein - zwei - deutiger Gebilde 
in der Ebene konnten wir selbstverständlich nur Punktreihen und 
Strahlenbüschel in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen und 
mussten die ein -zwei -deutigen Gebilde, unter welchen auch Ebenen- 
büschel vorkommen, vorläufig ausser Acht lassen. 

Indem wir nun allen drei Gebilden, der Punktreihe, dem Strah- 
lenbüschel und dem Ebenenbüschel dieselbe Berücksichtigung wieder- 
fahren lassen, definiren wir ihre ein - zwei - deutige Verwandtschaft 
in folgender Weise: 

„Zwei Gebilde G'y G" sind in ein-zwei-deutiger Be- 
ziehung oder sie sind ein-zwei-deutige Gebilde, wenn 
einem Elemente x des (eindeutigen) Gebildes. 6^' zwei Ele- 
mente x^, X2 des (zweideutigen) Gebildes G' entsprechen, 
während jedem Elemente x^ von ö' nur ein einziges Ele- 
ment X von G' entspricht". 

Alle im ersten Theile von Art. 1. bis Art. 11. bewiesenen Sätze 
behalten selbstverständlich ihre Geltung, sowie wir auch die einge- 
führten Benennungen für Ebenenbüschel behalten wollen. 

Sowie also bei Punktreihen Doppel- und Verzweigungspunkte 
und bei Strahlenbüscheln Doppel- und Verzweigungsstrahlen vor- 
kommen, so werden sich bei Ebenenbüscheln Doppel- und Ver- 
zweigungsebenen vorfinden. 

Wir werden nun die Erzeugnisse ein-zwei-deutiger Gebilde in 
ihrer allgemeinen Lage im Räume zu untersuchen haben. In dieser 
Hinsicht können in Beziehung gesetzt werden: 

1) zwei ein-zwei-deutige Punktreihen, 

2) zwei ein-zwei-deutige Strahlenbüschel, 

3) zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel, 

1* 



6) 



4 Dritter Theil. 

fa) eine eindeutige Keihe und ein zweideutiges Strahlenbüschel^ 
^ 16) eine zweideutige Reihe und ein eindeutiges StraUenbüschel^ 

fa) eine eindeutige Reihe und ein zweideutiges Ebenenbüschel, 
^ 1b) eine zweideutige Reihe und ein eindeutiges Ebenenbüschel; 

r a) ein eindeutiges Strahlenbtischel und ein zi^^ideutiges Ebenen^ 

J büschel, 
b) ein zweideutiges Strahlenbüschel und ein eindeutiges Ebenen- 
büschel. 

2. Betrachten wir zunächst die drei ersten Gebildepaare für den 
besonderen Fall, dass sie entweder ein Elementenpaar oder den Träger 
gemeinschaftlich haben. 

Zwei ein -zwei -deutige Punktreihen, deren Träger sich schneiden, 
liegen offenbar in einer und derselben Ebene und werden demnach 
eine ebene Curve dritter Classe vierter Ordnung erzeugen. (Ver- 
gleiche Art. 12. des ersten Theiles.) 

Zwei ein -zwei -deutige Strahlenbüschel, welche in derselben 
Ebene liegen, erzeugen (Art. 12. 1. Theil) eine Curve dritter Ord- 
nung vierter Classe. 

Wenn zwei ein -zwei -deutige Strahlenbüschel G' und G" wohl 
nicht in derselben Ebene liegen, wenn sie aber den Scheitel gemein- 
schaftlich haben, so kann man dadurch ein Erzeugniss beider her- 
stellen, dass man durch entsprechende Strahlen beider Büschel (welche 



^) Wir haben im zweiten Theile immer nur zwei gleichartige Gebilde, also 
entweder nur zwei Punktreihen oder nur zwei Strahlenbüschel in Verbindung ge- 
setzt. Es unterliegt nun gar keiner Schwierigkeit, auch zwei ungleichartige Ge- 
bilde, also eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel in der Ebene in ein -zwei- 
deutige Beziehung zu setzen und ihr Erzeugniss zu untersuchen , welches entsteht, 
wenn man von den Punkten der Reihe auf die entsprechenden Strahlen des Bü- 
schels Senkrechte fällt. Als Erzeugniss betrachtet man in diesem Falle die Enve- 
loppe der erwähnten Senkrechten. Es ergibt sich nun folgendes: 

Fällt man von den Punkten einer eindeutigen Reihe auf die ent- 
sprechenden Strahlen eines ihr verwandten zweideutigen Strahlen- 
büschels Perpendikel, so umhüllen diese eine Curve dritter Classe 
vierter Ordnung, welche den Träger der Reihe einfach und die un- 
endlich weite Gerade doppelt berührt." 

„Fällt man von den Punkten einer zweideutigen Reihe auf die 
entsprechenden Strahlen eines ihr verwandten eindeutigen Strahlen- 
büschels Perpendikel, so umhüllen diese eine Curve dritter Classe 
vierter Ordnung, welche den Träger der Reihe doppelt und die un- 
endlich weite- Gerade einfach berührt." 

In beiden diesen Fällen entsteht, wie man leicht erkennen wird, auf der 
unendlich weiten Geraden eine Punktreihe, welche mit der gegebenen in ein- 
zwei- deutiger Beziehung ist; im ersten Falle" ist diese unendlich weite Punkt- 
reihe zweideutig und im zweiten Falle eindeutig. Die Curve ist dann das Erzeug- 
niss der beiden Reihen. 
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sich nach Annahme im gemeinschaftlichen Scheitel schneiden) Ebenen 
legt und den Kegel untersucht, welchen diese Ebenen umhüllen. 

Um die Natur des Kegels leicht zu erkennen, bestimmen wir 
den Schnitt der beiden Strahlenbüschel mit einer Ebene, die beliebig 
im Räume liegt. Man wird offenbar auf dieser Ebene zwei ein- 
zwei- deutige Punktreihen erhalten; jede Verbindungslinie zweier 
entsprechenden Punkte dieser beiden Reihen stellt die Schnittlinie 
einer Ebene vor, welche durch zwei entsprechende Strahlen beider 
Büschel hindurchgeht. 

Nun umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte' der 
beiden Reihen eine Curve dritter Classe vierter Ordnung, für welche 
die eindeutige Reihe eine einfache und die zweideutige Reihe eine 
doppelte Tangente ist. Der Kegel, welchen die beiden Strahlen- 
büschel erzeugen, entsteht also auch dadurch, dass wir die erwähnte 
Curve (resp. ihre Tangentenschaar) aus dem gemeinschaftlichen 
Scheitel beider Büschel projiciren. 

Es ergibt sich also sofort, dass der entstehende Kegel ven der 
dritten Classe und von der vierten Ordnung ist, dass ferner die 
Ebene des zweideutigen Büschels eine Doppeltangentenebene und 
die Ebene des eindeutigen Büschels eine einfache Tangentenebene 
des Kegels ist. 

Der Strahl im eindeutigen Büschel, welcher dem gemeinschaft- 
lichen Strahle beider Büschel (der Schnittlinie der beiden Büschel- 
ebenen) entspricht, ist die Berührungskante der eindeutigen Büschel- 
ebene und die beiden Strahlen des zweideutigen Büschels, welche 
demselben gemeinschaftlichen Strahle entsprechen, sind die beiden 
Berührungskanten der Doppeltangentenebene. 

Je nachdem diese zwei Berührungskanten der Doppeltangenten- 
ebene reell oder imaginär sind, ist diese eine eigentliche oder eine 
ideelle Doppeltangentenebene. Fallen die beiden Berührungskanten 
zusammen, so wird die Doppeltangentenebene zu einer Inflexions- 
ebene und der Kegel wird nur von der dritten Ordnung sein. 

Die Verzweigungsstrahlen des eindeutigen Büschels sind die- 
jenigen zwei Kanten des Kegels, welche er mit der Ebene des ein- 
deutigen Büschels gemein hat, also die Schnittkanten dieser Ebene 
mit dem Kegel. Die ßerührungsebenen des Kegels in den beiden 
Verzweigungsstrahlen treffen die Doppeltangentenebene in den zwei 
Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels. 

Man sieht aus dem eben Gesagten sehr leicht ein, dass sich 
alle Eigenschaften der Curven dritter Classe mit einer Doppeltangente 
durch einfache Projection aus einem Punkte auf den Kegel dritter 
Classe mit einer Doppeltangentenebene übertragen lassen. Man wird 
auf diese Art erkennen, dass zwei auf einem Scheitel befindliche 
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ein -zwei -deutige Büschel einen Kegel dritter Classe mit immer reeller 
Doppeltangentenebene dann erzeugen werden, wenn das zweideutige 
Büschel reell ist oder wenn, im Falle es complex wäre, der gemein- 
schaftliche Strahl dem reellen Theile des eindeutigen Büschels an- 
gehört. Liegt dagegen im zweiten Falle der gemeinschaftliche Strahl 
im imaginären Theile des zweideutigen Büschels, so entsteht eine 
Kegelfläche mit ideeller Doppeltangenten ebene. 

Ist der gemeinschaftliche Strahl ein Doppelstrahl des zweideu- 
tigen Büschels, so erzeugen die Büschel einen Kegel, für welchen 
die lEbene des zweideutigen Büschels eine Rückkehrebene ist. Ist 
endlich der gemeinschaftliche Strahl ein Verzweigungsstrahl des ein- 
deutigen Büschels , so entsteht ein Kegel dritter Ordnung und Classe, 
für welchen die Ebene des zweideutigen Büschels eine Inflexions- 
ebene ist. 

Unter zwei conjugirten Tangentenebenen eines Kegels dritter 
Classe vierter Ordnung «verstehen wir zwei solche, deren Berührungs- 
kanten in einer dritten Tangentialebene des Kegels liegen. 

Die Schnittlinienpaare conjugirter Tangentialebenen mit der 
Doppeltangentenebene bilden eine quadratische Strahleninvolution, 
deren Doppelstrahlen die Berührungskanten der Doppeltangenten- 
ebene sind. 

Wenn man dem Schnittlinienpaare zweier conjugirter Ebenen 
mit der Doppeltangentenebene die Schnittlinie der letzteren mit der 
Ebene, in welcher die Berührungskanten der beiden ersteren liegen, 
zuordnet, so erhält man in der Doppeltangentenebene zwei concen- 
trische ein - zwei - deutige Büschel von Strahlen, für welche die Be- 
rührungskanten der Doppeltangentenebene ebensowohl die Rolle der 
Verzweigungsstrahlen als auch der Doppelstrahlen spielen. Legt 
man durch die drei Doppelstrahlen dieser beiden ein -zwei -deutigen 
Büschel an den Kegel die drei Tangentenebenen, so stellen diese 
die drei Rückkehr(Spitzen-) ebenen des Kegels vor und schneiden 
sich in einer und derselben Geraden. 

Die drei Rückkehrebenen, welche den Kegel in den drei Rück- 
kehrkanten berühren, sind sämmtlich reell, wenn die Doppeltangen- 
tenebene des Kegels eine ideelle ist ; es ist nur eine Rückkehrebene 
reell, wenn die Doppeltangentenebene eine eigentliche ist. 

Wenn der gemeinschaftliche Scheitel beider Büschel in unend- 
licher Ferne sich befindet, so ändert dies durchaus nichts an der 
Natur ihres Erzeugnisses, Der Kegel geht einfach in einen Cylinder 
dritter Classe vierter Ordnung mit einer Doppeltangentenebene über. 
Wenn das eindeutige Büschel selbst ganz in unendlicher Entfernung 
liegt, d. h. wenn es ein Büschel von Stellungen ist, so entsteht ein 
Cylinder dritter Classe vierter Ordnung, welcher die unendlich weite 
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Ebene berührt. Ist das zweideutige Büschel unendlich weit, so 
wird ein Cylinder dritter Classe vierter Ordnung erzeugt werden, 
welcher die unendlich weite Ebene zur Doppeltangentenebene 
besitzt. 

Nachdem wir erkannt haben, dass das Erzeugniss zweier ein- 
zweideutiger Büschel im Räume, welche sich an einem gemein- 
schaftlichen Scheitel befinden, ein Kegel dritter Classe vierter 
Ordnung ist, erübrigt noch der reducirten Lage beider Büschel zu 
gedenken. 

•Zwei Strahlenbüschel im J^me, auf demselben Scheitel befind- 
lich, werden in reducirter Lage sein, wenn sich der gemeinschaftliche 
Strahl beider Büschel (der Schnittstrahl ihrer Ebenen) selbst ent- 
spricht. 

Da nun der Schnitt zweier reducirt im Räume liegenden Strahlen- 
büschel mit ^irgend einer ihren Scheitel nicht enthaltenden Ebene 
zwei reducirte Punktreihen gibt, und da zwei reducirte Punktreihen 
einen Kegelschnitt erzeugen, welcher den Träger der zweideutigen 
Reihe berührt (L Theil, Art. 14.), so wird das Erzeugniss der beiden 
reducirten Büschel ein Kegel zweiten Grades sein, welcher die 
Ebene des zweideutigen Büschels berührt. Wir können daher folgen- 
den Satz aussprechen: 

„Zwei ein-zwei-deutige im Räume an einem gemein- 
schaftliehen Scheitel befindliche Strahlenbüschel er- 
zeugen einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, 
welcher die Ebene des eindeutigen Büschels einfach und 
jene des zweideutigen Büschels doppelt berührt." 

„Zwei ein-zwei-deutige im Räume an einem gemein- 
schaftlichen Scheitel befindliche reducirte Strahlen- 
büschel erzeugen einen Kegel zweiten Grades, welcher 
die Ebene des zweideutigen Büschels berührt." 

Im letzten Falle zerfällt das Erzeugniss eigentlich in den er- 
wähnten Kegel und den gemeinschaftlichen sich selbst entsprechen- 
den Strahl» beider Büschel. 

Zwei ein-zwei-deutige Büschel im Räume, welche einen ge- 
meinschaftlichen Scheitel haben, kann man einfach dadurch her- 
stellen, dass man von zwei ein -zwei -deutigen im Räume beliebig 
liegenden Punktreihen aus einem beliebigen Punkte den Schein 
nimmt. Die Ebenen, welche durch entsprechende Strahlen der so 
entstehenden ein -zwei -deutigen Büschel bestimmt werden, sind 
offenbar dieselben, wie jene, welche durch den beliebig genommenen 
Punkt (den Scheitel der beiden Büschel) und entsprechende Punkte- 
paare der beiden ein- zwei -deutige^ Reihen bestimmt werden. Da- 
her der Satz: 



8 Dritter Theü. 

. • • • 

„Legt man durch je zwei entsprechende Punkte 
zweier im Eaume beliebig liegender ein-zwei-deutiger 
Beihen und einen festen Punkt Ebenen, so umhüllen diese 
einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, welcher die 
durch den festen Punkt und den Träger der eindeutigen 
Reihe gelegte Ebene einfach, und die durch den Punkt 
und den Träger der zweideutigen Reihe gelegte Ebene 
doppelt berührt/^ 

Um zwei ein -zwei -deutige, im Baume reducirt liegende Strahlen- 
büschel mit demselben Scheitel. iiiSk>hnlicher Weise zu erhalten, 
braucht man nur den Punkt, von welchem aus man den Schein beider 
Beihen nimmt, auf der Verbindungslinie irgend ;zweier entsprechender 
Punkte beider Beihen zu nehmen. Offenbar wird dann diese Ver- 
bindungslinie der gemeinschaftliche Strahl beider Büschel sein und 
wird sich, weil durch zwei entsprechende Punkte beider Beihen 
gehend, selbst entsprechen; daher die Büschel in reducirter Lage. 
Nun erzeugen zwei solche Büschel einen Kegel zweiter Ordnung und 
und somit der Satz: 

„Nimmt man auf der Verbindungslinie zweier ent- 
sprechenden Punkte zweier ein-zweirdeutigen, im Baume 
beliebig liegenden Beihen einen festen Punkt an und 
legt durch diesen und je zwei entsprechende Punkte 
beider Beihen eine Ebene, so umhüllen alle so erhal- 
tenen Ebenen einen Kegel zweiten Grades, welcher die 
durch den festen Punkt und den Träger der zweideu- 
tigen Beihe bestimmte Ebene berührt." 

3.. Betrachtet man zwei ein -zwei -deutige Ebenenbüschel, deren 
Axen sich schneiden, welche also eine Ebene gemeinsam haben, und 
fragen wir nach der Natur ihres Erzeugnisses, d. h. nach der Natur 
der Gesammtheit der durch je zwei entsprechende Ebenen erzeugten 
Durchschnittslinien, so ist sofort klar, dass sie eine Kegelfläche er- 
füllen Werden, deren Scheitel der Schnittpunkt der beiden Axen ist-, 
denn durch diesen Schnittpunkt muss jede Schnittlinie entsprechender 
Ebenen (jede Kante des erzeugten Kegels) hindurchgehen. 

Um die Schnittlinie des erzeugten Kegels mit irgend einer 
Ebene zu bestimmen, braucht man nur zu bemerken, dass eine 
solche Ebene die beiden Ebenenbüschel in zwei Strahlenbüscheln 
schneidet, welche ebenfalls in ein-zwei-deutiger Beziehung sich 
befinden. Zwei solche Büschel erzeugen nun (I. Theil, Art. 12.) eine 
Curve dritter Ordnung, welche im Scheitel des eindeutigen Büschels 
einen einfachen und im Scheitel des zweideutigen Büschels einen 
Doppelpunkt besitzt. Der erzeugte Kegel ist aber nichts anderes. 
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als der Schein dieser Curve aus dem Schnittpunkte beider Axen 
der zwei Ebenenbüschel; somit der Satz: 

„Zwei ein-z wei-deutige Ebenenbüschel, deren Axen 
sich schneiden, erzeugen einen Kegel dritter Ordnung 
vierter Classe, für welchen die Axe des eindeutigen 
Büschels eine einfache und die Axe des zweide^utigen 
Büschels eine Doppelkante ist/' 

. Jeder ebene Schnitt eines solchen Kegels ist eine ebene Curve 
dritter Ordnung vierter Classe, welche auf der Doppelkante des 
Kegels einen Doppelpunkt besitzt. Jeder Kegel dritter Ordnung 
mit einer« Doppelkante kann als das Erzeugniss unendlich vieler Paare 
ein-zwei-deutiger Büschel betrachtet werden. Die Doppelkante ist die 
Axe aller zweideutigen Büschel, während die einzelnen einfachen 
Kanten die Axen der jeweiligen eindeutigen Büschel sind. 

Der, beiden Büscheln gemeinschaftlichen Ebene (der durch beide 
Axen gelegten Ebene) entspricht im eindeutigen Büschel die Tan- 
gentenebene des Kegels längs der Axe des eindeutigen Büschels, 
und in dem zweideutigen Büschel entsprechen ihr die zwei Tan- 
gentialebenen des Kegels längs der Doppelkante. Je nachdem 
diese letzteren reell oder imaginär sind, ist die Doppelkante eine 
eigentliche oder eine isolirte (ideelle). Fallen diese zwei Tangenten- 
ebenen zusammen, so wird die Doppelkante, zu einer Rückkehr- 
kante (Spitzenkante) ; der Kegel ist dann nur mehr von der dritten 
Classe. 

Die Verzweigungsebenen des eindeutigen Büschels sind die 
durch seine Axe an den Kegel gehenden Tangentialebenen und be- 
rühren den Kegel in denjenigen Kanten, in welchen sie von den 
entsprechenden Doppelebenen des zweideutigen Büschels geschnitten 
werden. 

Bringt man zwei ein-z wei-deutige Ebenenbüschel in eine der- 
artige Lage, dass sich ihre Axen schneiden, so erzeugen sie dann 
einen Kegel n||^ eigentlicher Doppelkante, wenn das zweideutige 
Büschel reell ist, oder wenn, falls es complex wäre, der gemein- 
schaftliche Strahl dem reellen Theile des eindeutigen Büschels an- 
gehört. 

Ist die gemeinschaftliche Ebene eine Doppelebene des zweideu- 
tigen Büschels, so entsteht ein Kegel, für welchen die Axe des ein- 
deutigen Büschels eine Inflexionskante ist. Ist schliesslich die ge- 
meinschaftliche Ebene eine Verzweigungsebene des eindeutigen 
Büschels, so entsteht ein Kegel mit einer Rückkehrkante und so- 
mit nur von der dritten Classe. 

Unter zwei conjugirten Kanten eines Kegels dritter Ordnung 
mit einer Doppelkante verstehen wir zwei solche Kanten, deren Be- 
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rührungsebenen sich in einer dritten Kante des Kegek (der Tan- 
gentialkante der beiden ersteren) schneiden. 

Ordnet man den durch die Doppelkante nach einem Paare con- 
jugirter Kanten gehenden zwei Ebenen die durch die Doppelkante 
nach der gemeinsamen Tangentialkante gehende Ebene zu, so er- 
hält man an der Doppelkante zwei coaxiale ein-zwei-deutige Ebenen- 
btischel, für welche die Tangentenebenen der Doppelkante sowohl 
die Verzweigungsebenen des eindeutigen als auch die Doppelebenen 
des zweideutigen Büschels darstellen. Die drei Doppelebenen dieser 
beiden ein-zwei-deutigen Büschel schneiden den Kegel in den drei 
Inflexionskanten desselben. Die drei Infiexionskanten liegen in 
einer und derselben Ebene und sind dann insgesammt reell, wenn 
die Doppelkaiite des Kegels eine isolirte ist; es bleibt nur eine In- 
flexionskante reell, wenn die Doppelkante eine uneigentliche ist. 

Wenn die Axen beider Ebenenbüschel parallel sind, so erzeugen 
sie einen Kegel mit unendlich weitem Scheitel d. h. einen Cylinder 
dritter Ordnung mit einer Doppelkante. 

Ist das eindeutige Büschel ein Parallelebenenbüschel, so ent- 
steht ein Cylinder dritter Ordnung, für welchen die Axe des ein- 
deutigen Büschels eine Asymptotenkante ist. Ist das zweideutige 
Büschel ein Parallelebenenbüschel, so wird ein Cylinder erzeugt, 
welcher eine unendlich weite Doppelkante besitzt. Wenn schliesslich 
beide Büschel Parallelebenenbüschel sind, so wird der entstehende 
Cylinder eine unendlich weite einfache und eine unendlich weite 
doppelte Kante besitzen. 

Wenn sich die gemeinschaftliche Ebene beider Büschel selbst 
entspricht, so befinden sich diese in reducirter Lage. Ein Schnitt 
derselben mit einer beliebigen Ebene gibt zwei in dieser Ebene 
reducirt liegende Strahlenbüschel," welche (Art. 14., 1. Theil) einen 
Kegelschnitt erzeugen, der durch den Scheitel des zweideutigen 
Büschels hindurchgeht. Das Erzeugniss der beiden Ebenenbüschel 
ist nun der Schein (die Perspective) dieses Keg.els<^||ittes aus dem 
Schnittpunkt beider Axen genommen ; es ist somit ein Kegel zweiten 
Grades, welcher durch die Axe des zweideutigen Büschels hin- 
durchgeht. 

„Zwei ein-zwei-deutige Ebenenbü«chel, deren Axen 
sich schneiden, erzeugen einen Kegel dritter Ordnung 
vierter Classe, welcher durch die Axe des eindeutigen 
Büschels einmal und durch die Axe des zweideutigen 
Büschels zweimal hindurchgeht." 

„Zwei ein-zwei-deutige reducirte Ebenenbüschel 
erzeugen einen Kegel zweiten Grades, welcher durch die 
Axe des zweideutigen Büschels hindurchgeht.". 
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Anmerkung*): Es dürfte nicht unzweckmässig sein, auf eine 
besondere Entstehungsart des eben betrachteten Kegels dritter Ord- 
nung vierter Classe aufmerksam zu machen. 

Eine Raumcurve C^ dritter Ordnung ißt bekanntlich auch gleich- 
zeitig von der dritten Classe. In jeder Ebene E des Raumes liegen 
drei Punkte derselben und durch jeden Punkt P des Raumes gehen 
drei Schmiegungsebenen dieser Curve. Sie kann demnach ebenso- 
wohl erzeugt werden durch drei projectivische Ebenenbüschel als 
auch durch drei projectivische Punktreihen, welche auf drei beliebig 
im Räume gelegenen Axen sich befinden. Im ersten Falle tritt die 
Curve als Ort des Durchschnittspunktes entsprechender Ebenen auf 
' und im zweiten Falle ist sie die Enveloppe der durch entsprechende 
Punkte gelegten Ebenen. 

Am einfachsten entsteht eine solche Curve als Durchschnitt 
zweier Flächen zweiten Grades, welche eine geradlinige Erzeugende 
gemeinschaftlich haben. 

Aus jedem ihrer Punkte wird die Curve durch einen Kegel 
zweiten Grades projicirt und jede ihrer Schmiegungsebenen schneidet 
die Gesammtheit der anderen (ihre developpable Fläche) in der Tan- 
gentenschaar eines Kegelschnittes. Die. Verbindungsgerade zweier 
Punkte der Curve heisst eine Secante und zwar eine eigentliche oder 
eine ideelle, je nachdem die beiden Punkte reell oder imaginär sind. 
Die Durchschnittslinie zweier Schmiegungsebenen heisst eine Axe 
und kann ebensowohl eine eigentliche als auch eine ideelle sein. 

„Durch jeden Punkt des Raumes, welcher der Curve nicht 
angehört, geht eine Secante der Curve." 

Liegt der Punkt auf der Curve, so bestimmt er mit jedem an- 
deren Punkte der Curve eine Secante; liegt der Punkt auf dpr deve- 
loppablen Fläche, so wird die Secante zu einer Tangente. 

„In jeder Ebene des Raumes, welche keine Schmiegungsebene 
der Curve ist, liegt eine Axe der Curve." 

Ist die Ebene eine Schmiegungsebene, so schneidet sie jede 
andere Schmiegungsebene in einer Axe der Curve. 

Die Kenntniss der beiden letzten einander dual entsprechenden 
Eigenschaften der Curve setzt uns in den Stand, die Natur des 
Kegels zu untersuchen, welcher einen beliebigen Punkt des Raumes 
zum Scheitel und unsere Curve zur Leitlinie besitzt. 

Wenn man über die Curve C^ aus einem beliebigen Punkte P 
des Raumes (welcher jedoch nicht der Curve angehören soll) einen 
Kegel construirt, so wird derselbe jedenfalls ein Kegel dritter 
Ordnung werden. Denn jede durch P gelegte Ebene schneidet C^ 
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in drei Punkten, enthält somit drei Kanten des Kegels und folglich 
wird er von jeder Geraden des Raumes in drei Punkten getroflfen. 
Dieser Kegel ist jedoch nicht allgemeiner Natur. 

Ein Kegel dritter Ordnung ist nämlich im Allgemeinen von 
der sechsten Classe d. h. durch jeden Punkt lassen sich an ihn sechs 
Tangentialebenen legen. Der von uns aus P über C^ construirte 
Kegel ist jedoch nur von der vierten Classe, weil er eine Doppel - 
kante besitzt. Diese Doppelkante ist die durch den Scheitel P 
gehende Secante S der Curve C^. 

In der That wird jede durch S gehende Ebene nur noch eine 
Kante des Kegels enthalten, weil sie die Curve ausser in den beiden 
auf S liegenden Punkten nur noch einmal schneidet. Wir wollen die 
beiden auf inliegenden Punkte der Curve mit a^ und a^ und die Tan- 
genten der Curve in denselben mit 0^ und Q^, bezeichnen. 

„Der aus einem beliebigen Punkte über einer Raumcurve dritter 
Ordnung construirte Kegel ist von der dritten Ordnung und der 
vierten Classe. Die durch den Scheitel gehende Secante der Curve 
ist die Doppelkante des Kegels.'* 

Der Kegel kann eine verschiedene Natur besitzen. Ist nämlich 
erstens die Secante S eine, eigentliche Secante, so wird sie auch 
eine eigentliche Doppelkante des Kegels sein. Sind a^, ttj, wie an- 
genommen wurde, die beiden Punkte, welche S mit der Curve ge- 
mein hat, und 6j, Gg deren resp. Tangenten, so sind in diesem 
Falle a, und aj, somit auch 0, und ©j, reell. Die beiden durch S 
und 0j und ©j gelegten Ebenen sind die Tangentialebenen des 
Kegels in der Doppelkante S, Diese Tangentialebenen sind also 
auch reell und die Doppelkante eine eigentliche. 

Zweitens kann S eine ideelle Secante der Curve sein; dann 
sind aj und a^ und somit auch 0| und Q^ imaginär, folglich auch 
die Tangentialebenen des Kegels in der Doppelkante und diese ist 
eine isolirte oder ideelle Doppelkante. 

Als Grenzfall kann der Fall eintreten, dass die Secante S in 
eine Tangente übergeht oder dass die beiden Punkte ttj und Qj un- 
endlich nahe zu einander rücken; dann -fallen auch die beiden Tan- 
genten ©1 und ©2 und folglich auch die beiden Tangentialebenen 
des Kegels in der Doppelkante zusammen. Die Doppelkante S wird 
in diesem Falle eine Rückkehrkante und der Kegel wird nur mehr 
von der dritten Classe sein. 

Offenbar wird die Partie jene Punkte, für welche die Secante 
S eine Tangente der Curve C^ wird, die beiden Partieen, für welche 
sie eine eigentliche oder eine ideelle Secante wird, von einander 
trennen. Nun ist aber klar, dass, wenn ein Punkt auf einer Tan- 
gente der Curve liegt, er sich auf der developpablen Fläche derselben 
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befindet. Somit scheidet die developpable Fläche der Curve die Punkte, 
denen eigentliche Secanten zukommen, von jenen, denen ideelle 
Secanten angehören. Die developpable Fläche kann sich selbst nie 
durchschneiden, weil es sonst Punkte geben würde, durch welche 
sich mehr als eine Tangente (Secante) der Curve legen liesse, was 
nicht angeht. 

„Der über einer Raumcurve dritter Ordnung beschriebene Kegel 
besitzt sonach eine eigentliche oder eine isolirte Doppelkante, je nach- 
dem sein Scheitel auf der einen oder der anderen Seite der developpablen 
Fläche der Curve liegt. Liegt der Scheitel auf der developpablen Fläche 
selbst, so wird der Kegel eine Rückkehrkante aufweisen." 

.Durch den Scheitel P des Kegels gehen drei Schmiegungsebenen 
der Curve (weil sie von der dritten Classe ist), deren drei Berüh- 
rungspunkte wir mit a, bj c bezeichnen wollen. Jede der drei 
SchmiegungsebeneÄ^chneidet die Curve in ihrem Berührungspunkte 
in drei züsammenftillenden Punkten und desshalb werden diese 
Ebenen die Inflexionsebenen des über der Curve construirten Kegels 
sein. Die drei Strahlen Pa, Pb, Pc sind demnach die drei Inflexions- 
kanten dieses Kegels. 

Es treten nun zwei Sätze auf, welche sich wechselseitig bedingen ; 
einer bezüglich der Raumcurve und einer bezüglich des Kegels. Es 
sind diess folgende zwei Sätze: 

„Die drei Inflexionskanten eines Kegels dritter Ordnung vierter 
Classe liegen in einer und derselben Ebene." • 

„Die Berührungspunkte der drei durch einen Punkt an eine 
Raumcurve dritter Ordnung gelegten Schmiegungsebenen liegen mit 
diesem Punkte in derselben Ebene." 

Denn projicirt man die Curve aus dem Punkt« P, so erhält man 
einen Kegel dritter Ordnung vierter Classe, für welchen die drei 
Schmiegungsebenen die Inflexionsebenen vorstellen. Da nun die 
Inflexionskanten in einer und derselben (selbstverständlich auch den 
Scheitel enthaltenden) Ebene liegeiv, so erkennt man augenblicklich, 
wie der zweitausgesprochene Satz aus dem vorhergehenden fliesst 
und umgekehrt. 

Nun wurde früher gezeigt, dass bei einem Kegel dritter Ord- 
nung mit einer Doppelkante alle drei oder nur eine Inflexionskante 
reell ist, jenachdem die Doppelkante eine isolirte oder eine eigent- 
liche ist. Diess führt also unmittelbar zu folgendem Satze: 

„Durch einen Punkt gehen dann drei reelle Schmiegungsebenen 
einer Raumcurve dritter Ordnung, wenn die durch den Punkt gehende 
Secante eine ideelle ist; wenn diese Secante eine eigentliche ist, 
so lässt sich nur eine einzige reelle Schmiegungsebene der Curve 
durch den Punkt hindurchlegen." 
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Es trennt somit die developpable Fläche auch solche Punkte^ 
durch welche drei reelle Schmiegungsebenen der Curve hindurch- 
gehen, von solchen, durch welche nur eine einzige reelle Schmiegungs- 
ebene gelegt werden kann. Eine analoge Betrachtung liefert den 
Satz: 

„In einer Ebene liegen drei reelle Punkte einer Baumcurve 
dritter Ordnung, wenn die in dieser Ebene befindliche Axe der Curve 
eine ideelle ist; und es liegt nur ein reeller Punkt in der Ebene, 
wenn die Axe eine eigentliche ist." 

4. Zwei ein -zwei -deutige Ebenenbüschel, deren Axen sich 
schneiden, kann man leicht dadurch erhalten, dass man aus einem 
beliebigen Punkte des Raumes den Schein nimmt von zwei im 
Räume beliebig liegenden ein -zwei -deutigen Strahlenbüscheln. Man 
erhält so zwei Ebenenbüschel, deren Axen die Verbindungslinien 
des angenommenen Punktes mit den zwei Bäpchelscheiteln sind. 
Die Schnittlinie zweier entsprechenden Ebenen aer beiden Ebenen- 
büschel ist dann offenbar jene Gerade, welche durch den angenom- 
menen Punkt gehend die beiden entsprechenden Strahlen der zwei 
Strahlenbüschel schneidet. 

.Wir erhalten demnach folgenden Satz: 

„Befinden sich zwei ein-zwei-deutige Strahlenbüschel 
in beliebiger Lage im Baume und man legt durch einen 
willkürlich angenommenen Punkt solche Strahlen, welche 
je zweiSentsprechende Strahlen beider Büschel schneiden, 
so erfüllen sie einen Kegel dritter Ordnung vierter Classe, 
für welchen die Verbindungslinie des angenommenen 
Punktes mit dem Scheitel des zweideutigen Strahlen- 
büschels eine Doppelkante ist." 

5, Befindet sich im Baume eine eindeutige Reihe und ein ihr 
verwandtes zweideutiges Strahlenbüschel, so kann man durch jeden 
Punkt der Reihe und die beiden ihm entsprechenden Strahlen des 
Büschels ein E\>enenpaar legen jxnd nach dem von diesen Ebenen 
umhüllten Gebilde fragen. 

Offenbar wird von allen so entstehenden Ebenen eine Kegel- 
fläche umhüllt, deren Scheitel der Scheitel des Strahlenbüschels ist. 
Man kann diese Kegelfläche auch folgendermassen erzeugen. 

Die eindeutige Reihe werde von dem Büschelscheitel durch ein 
Strahlenbüschel projicirt, welches selbstverständlich mit dem schon 
vorhandenen in ein - zwei - deutiger Beziehung stehen wird. Die durch 
entsprechende Strahlen beider Büschel gelegten Ebenen werden dann 
den mehrerwähnten Kegel umhüllen. Dieser ist nun nach Art. 2. 
ein Kegel dritter Classe vierter Ordnung, welcher die Ebene des 
zweideutigen Büschels berührt. 
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„Legt man durch die Punkte einer eindeutigen Eeihe 
und durch die entsprechenden Strahlen eines ihr ver- 
wandten zweideutigen Büschels Ebenen, so umhüllen 
diese einen Kegel dritter Ordnung vierter Classe, welcher 
seinen Scheitel in jenem des Büschels hat und welcher 
die Ebene des Büschels doppelt berührt, während er die 
durch seinen Scheitel und den Träger der Eeihe gehende 
Ebene einfach berührt." 

Wenn dem Durchstosspunkte der Punktreihe mit der Ebene des 
Strahlenbüschels der durch diesen Punkt gehende Strahl des Büschels 
entspricht, so sind die beiden Gebilde in reducirter Lage und werden 
desshalb einen Kegel zweiten Grades erzeugen, welcher die Büschel- 
ebene berührt. 

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, dass die Punktreihe zwei- 
deutig und das Strahlenbüschel eindeutig sei. 

Es unterliegt gar keinen Schwierigkeiten durch dasselbe Rai- 
sonnement zu folgendem Resultate zu gelangen: 

„Legt man durch die Punkte einer zweideutigen Reihe 
und durch die entsprechenden Strahlen eines ihr ver- 
wandten eindeutigen Büschels Ebenen, so umhüllen diese 
einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, welcher 
seinen Scheitel in jenem des Büschels hat und welcher 
die Büschelebene einfach berührt, während er die durch 
seinen Scheitel und den Träger der Reihe gelegte Ebene 
doppelt berührt." 

Lägen die beiden Gebilde reducirt, so würden sie einen Kegel 
zweiten Grades erzeugen, welcher die durch den Träger der Reihe 
und den Büschelscheitel gelegte Ebene berührt. 

6. Sind im Räume ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel 
in ein -zwei -deutiger Beziehung gegeben, so kann man die Strahlen 
des Strahlenbüschels mit den ihnen entsprechenden Ebenen des 
Ebenenbüschels zum Schnitte bringen. Das Ebenenbüschel wird 
von der Ebene des Strahlenbüschels in einem Strahlenbüschel ge- 
schnitten, welches mit dem gegebenen offenbar ebenfalls in ein -zwei- 
deutiger Beziehung steht. Das Erzeugniss der beiden Strahlenbüschel 
(eine Curve dritter Ordnung vierter Classe) ist dann zugleich das 
Erzeugniss des Ebenenbüschels mit dem ursprünglich gegebenen 
Strahlenbüsehel. War das gegebene Strahlenbüschel zweideutig, so 
wird der Doppelpunkt der erzeugten Curve in seinem Scheitel liegen ; 
war das Ebenenbüschel zweideutig, so wird der Doppelpunkt auf 
dessen Axe sich befinden. 

„Ist ein Strahlenbüschel mit einem Ebenenbüschel in 
ein-zwei-deutiger Beziehung, so schneiden sich entspre- 
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chende Elemente der beiden Gebilde in den Punkten einer 
Curve dritter Ordnung vierter Classe^ welche in der 
Ebene des Strahlenbüschels liegt und deren Doppelpunkt 
in dem Scheitel des Strahlenbüschels oder auf der Axe 
des Ebenenbüschels liegt; je nachdem das erstere oder 
letztere das zweideutige Gebilde ist." 

Die beiden Gebilde liegen reducirt und erzeugen einen Kegel- 
schnitt , wenn der durch den Scheitel des Strahlenbüschels gehenden 
Ebene des Ebenenbüschels der die Axe des letzteren schneidende 
Strahl des ersteren entspricht. 

7. Wenn im Räume eine eindeutige Punktreihe und ein ihr zu- 
geordnetes zweideutiges Ebenenbüschel gegeben ist, so kann man 
die beiden Gebilde unmittelbar nicht in Verbindung bringen, da 
man von einem Erzeugnisse eines Punktes mit einer Ebene nicht 
sprechen kann. 

Man kann jedoch von jedem Punkte der Reihe auf die ihm 
entsprechenden Ebenen des Büschels Perpendikel fällen, und nach 
der Natur der Gesammtheit dieser Perpendikel fragen. Offenbar 
erhält man die Gesammtheit dieser Perpendikel folgenderweise. Man 
bestimme zu dem Büschel der Stellungen des Ebenenbüschels (zu 
dem unendlich weiten Strahlenbüschel, welches aus dem Ebenen- 
büschel durch die unendlich weite Ebene geschnitten wird) die Pol- 
reihe bezüglich des imaginären Kugelkreises, welche Polreihe mit 
der gegebenen Punktreihe ebenfalls in ein - zwei - deutiger Beziehung 
sein wird. Statt nun von einem Punkte der gegebenen Reihe auf 
die ihm entsprechenden Ebenen Perpendikel zu fällen, verbinde man 
den Punkt mit den Polen der unendlich weiten Geraden dieser Ebene. 

Wir haben somit das Erzeugniss der beiden ursprünglichen Ge- 
bilde auf jenes zweier ein - zwei - deutiger Punktreihen zurückgeführt, 
von welchem wir später handeln wollen. 

Sollte die gegebene Punktreihe zweideutig sein, so wird die 
unendlich weite Polreihe die eindeutige sein. 

Wir werden von diesen Erzeugnissen später sprechen und er- 
wähnen hier bloss, dass es specielle Arten jener Flächen sind, welche 
durch ein -zwei -deutige Punktreihen oder Ebenenbüschel im Allge- 
meinen entstehen. 

8. Von besonderer Wichtigkeit ist die Betrachtung des Erzeug- 
nisses zweier ein -zwei -deutiger Ebenenbüschel oder zweier ein -zwei- 
deutiger Punktreihen, welche im Räume ganz allgemein gelegen sind. 

Betrachten wir zunächst zwei allgemein gelegene ein-zwei-deutige 
Ebenenbüschel G' und G'\ Die Axe des eindeutigen Büschels G' 
nennen wir Ä und jene des zweideutigen Büschels 6' nennen wir Ä\ 
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Die beiden Äxen Ä^ Ä' sind zwei sich kreuzende oder zwei wind- 
schiefe Gerade. 

Jeder Ebene % des eindeutigen Büschels G' entspricht ein Ebenen- 
paar S|, $2 ^®s zweideutigen Büschels G'\ welches Ebenenpaar die 
Ebene \ in einem Strahlenpaare X^ X^ schneiden wird. 

„Unter dem Erzeugnisse der beiden Ebenenbüschel 
G\ (t' verstehen wir die Gesammtheit der Schnittlinien 
entsprechender Ebenen der beiden Büschel." 

Dieses Erzeugniss d. h. also die Gesammtheit der Strahlenpaare X^y 
X^ wird eine Fläche und speciell eine Regelfläche sein. Denn wir können 
sie durch die continuirliche Bewegung eines Strahles z. B. X^ ent- 
stehen lassen, welcher der Bedingung unterworfen ist, die Schnitt- 
linie zweier entsprechender Ebenen beider Büschel zu bleiben. 

Die Strahlen JT, , Xj sind somit Erzeugende der erzeugten 
Begelfläche. Es braucht wohl nicht besonders bemerkt zu werden, 
dass die erzeugte Fläche eine Regelfläche sein wird; denn je zwei 
aufeinanderfolgende Lagen der Erzeugenden werden von den beiden 
Axen geschnitten und folglich würde die Annahme zweier aufein- 
anderfolgender sich schneidender Erzeugenden unmittelbar zu dem 
Schlüsse führen, dass sich auch die Axen ÄA" schneiden, was gegen 
die Voraussetzung ist. 

Fassen wir das sich aus unserer Betrachtung Ergebende zu- 
sammen, so ergiebt sich also zunächst, dasa das Erzeugniss zweier 
ein -zwei -deutiger Ebenenbüschel mit windschiefen Axen eine Regel- 
fläche ist. Die geradlinigen Erzeugenden dieser Fläche entstehen 
als Durchschnittslinien zweier sich entsprechender Ebenen beider 
Büschel. 

Es erzeugen in dieser Art die beiden entsprechenden Ebenen 
5 und g^ die Erzeugende X^. 

Wenn wir den Vorgang der Bestimmung von X^ näher betrachten, 
so ergiebt sich zunächst, da Xy mit Ä in der Ebene | und mit A" 
in der Ebene 5i liegt, dass (wie schon bemerkt wurde) jede Er- 
zeugende der Regelfläche die beiden Büschelaxen schneidet. 

Man kann auch, um die Erzeugenden der Fläche zu erhalten, 
auf Grund des eben Gesagten in folgender Weise vorgehen, was 
uns zu einer anderen Erzeugungsart derselben Fläche führen wird. 
Bestimmt man den Schnittpunkt x der Ebene 5; welche dem ein- 
deutigen Ebenenbüschel angehört, mit der Axe A" des zweideutigen 
Büschels und ebenso die Schnittpunkte x^, x^ des entsprechenden 
Ebenenpaares resp. S| ? 62 ^"^ zweideutigen Büschel mit der Axe A^ 
des eindeutigen und verbindet x mit x^ und x^ durch das Strahlen- 
paar Xyy X.^, so ist dieses Strahlenpaar ein Paar von Erzeugenden 
unserer Fläche. In der That ist zufolge der Construction JT, die 

Wbyb, Theorie. 2 
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Schnittlinie der Ebenen |, |, und X^ die Schnittlinie der Ebenen 
I, §2; wodurch die aufgestellte Behauptung als erwiesen erscheint. 

Nun ist aber die so entstehende Reihe von Punkten x auf der 
Axe A" perspectivisch zum eindeutigen Ebenenbüschel und die Reihe 
von Punktepaaren x^x^ auf der Axe A' perspectivisch zum zwei- 
deutigen Ebenenbüschel. Da die beiden Ebenenbüschel in ein - zwei- 
deutiger Beziehung sind, so werden es auch die beiden Punktreihen 
sein. Unsere Fläche entsteht durch das Verbinden entsprechender 
Punkte der beiden Reihen. 

Es wäre hierbei zu bemerken, dass, im Falle wir die Fläche, 
welche früher durch zwei ein -zwei -deutige Ebenenbüschel entstanden 
ist, durch zwei ein - zwei - deutige Punktreihen entstehen lassen, die 
beiden Träger (Axen) ihre Rollen vertauschen. Es wird nämlich 
die Axe des eindeutigen Ebenenbüschels zum Träger der zweideu- 
tigen Punktreihe und die Axe des zweideutigen Ebenenbüschels zum 
Träger der eindeutigen Punktreihe. 

Wir können nun folgende zwei Sätze aufstellen. 

„Die Schnittlinien entsprechender Ebenen zweier 
ein-zwei-deutigen Ebenenbüschel mit windschiefen Axen 
erfüllen eine Regelfläche, welche man auch durch Ver- 
bindung entsprechender Punkte zweier ein-zwei-deutigen 
Punktreihen, von denen die eindeutige auf der Axe des 
zweideutigen Büschels und die zweideutige auf der Axe 
des eindeutigen Büschels sich befindet, erhalten kann.^^ 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
ein-zwei-deutigen Punktreihen aufwindschiefen Trägern 
erfüllen eine Regelfläche, welche man auch als Ort der 
Schnittlinie entsprechender Ebenen zweier ein-zwei- 
deutigen Ebenenbüschel, von denen das eindeutige den 
Träger der zweideutigen Reihe zur Axe und das zwei- 
deutige den Träger der eindeutigen Reihe zur Axe hat, 
erhalten kann." 

Und folglich: 

„Die durch zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel mit 
windschiefen Axen erzeugte Regelfläche ist der Natur 
nach identisch mit der durch zwei ein-zwei-deutige 
windschief liegende Punktreihen erzeugten." 

9. Die Ordnung einer Fläche wird bestimmt durch die Zahl 
*der Punkte, welche die Fläche mit einer beliebigen Geraden ge- 
mein hat. 

Wollen wir somit die Ordnung der durch zwei ein-zwei-deu- 
tige Ebenenbüschel mit windschiefen Axen erzeugten Regelfläche 
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bestimmen, so fragen wir nach der Anzahl von Punkten, welche 
auf einer beliebigen Geraden liegen. 

Nun bestimmen die beiden die Fläche erzeugenden Ebenen- 
büschel auf der Geraden zwei ein - zwei - deutige Punktreihen, welche 
drei Doppelpunkte besitzen werden (Art. 9., 1. Theil). Es wird 
somit dreimal geschehen, dass sich eine Ebene des einen Büschels 
mit der ihr entsprechenden Ebene des zweiten Büschels in einem 
Punkte der Geraden schneidet, und folglich geschieht es auch dreimal, 
dass ein Punkt der Geraden auf der Fläche liegt, die Fläche ist 
somit von der dritten Ordnung. Da es eine Regelfläche ist, so muss 
sie auch von der dritten Classe sein (was wir übrigens auch ganz 
unabhängig zeigen werden.) 

„Die dur ch z w ei ein- zwei- deutige windschief e Ebenen- 
büschel oder Punktreihen erzeugte Regelfläche ist von 
der dritten Ordnung." 

Wir wollen dieselbe in der Folge kurz mit F^ bezeichnen. 

10. Wir wollen, um für verschiedene Betrachtungen eine zweck- 
mässiger Bezeichnung zu erhalten, die Axe des zweideutigen, eine 
Regelfläche dritter Ordnung erzeugenden Ebenenbüschels mit J) und 
die Axe des zugehörigen eindeutigen Ebenenbüschels jnit S bezeichnen ; 
soll dagegen die Regelfläche durch zwei ein -zwei -deutige Punkt- 
reihen erzeugt werden, so soll der Träger der eindeutigen Reihe 
mit D und der Träger der zweideutigen Reihe mit S bezeichnet 
werden. 

Durch jeden Punkt a der Fläche F^ geht offenbar eine gerad- 
linige Erzeugende der Fläche, welche man erhält, indem man durch 
a die Transversale A der beiden Geraden 2>, S legt. Diese Trans- 
versale A bestimmt auf J) und S zwei entsprechende Punkte der die 
Fläche erzeugenden ein -zwei -deutigen Reihen und bestimmt mit den 
Geraden 2>, S zwei entsprechende Ebenen der die Fläche erzeugenden 
ein -zwei -deutigen Ebenenbüschel. Es ist nun leicht einzusehen, 
dass ausser der einen Erzeugenden A keine weitere durch den Punkt 
a hindurchgehen könne. Denn angenommen, es würde ausser A ' 
noch eine zweite Erzeugende A' durch den Punkt gehen, so müssten 
die sämmtlichen den einzelnen Punkten von A' angehörigen durch 
unsere Ebenenbüschel oder Puüktreihen erzeugten Erzeugenden ein 
einschaliges Hyperboloid erfüllen, da sie die drei Geraden i>, S, Ä 
schneiden möchten. Die Fläche F^ müsste dieses Hyperboloid als 
Bestandtheil enthalten und somit singulärer Natur sein, was gegen 
unsere Voraussetzung ist. Wir erkennen daher sofort: 

„Eine durch zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel 
oder Punktreihen erzeugte Regelfläche dritter Ordnung 
enthält nur ein System geradlinig Erzeugender so zwar, 

2* 
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dass im Allgemeinen durch jeden Punkt der Fläche eine 
einzige Erzeugende hindurchgeht. Alle Erzeugenden 
schneiden die beiden Axen der die Fläche erzeugenden 
Gebilde so, dass diese Axen ebenfalls der Fläche ange- 
hören." 

Die zwei Axen D und S zeigen, wie man schon erkannt haben 
wird, ein ganz eigenthümliches Verhalten dadurch, dass sie beide 
von allen geradlinig Erzeugenden geschnitten werden. 

Betrachten wir die Gerade B etwas genauer, so finden wir, dass 
durch jeden ihrer Punkte nicht eine, sondern zwei Erzeugende der 
Fläche hindurchgehen. Denn die Gerade B ist der Träger der ein- 
deutigen Punktreihe, wenn man sich die Fläche durch Punktreihen 
erzeugt denkt, und folglich wird jedem Punkte derselben ein Punkte- 
paar auf S entsprechen, das mit dem Punkte auf B verbunden- 
jenes Paar von Erzeugenden liefert, welches durch diesen Punkt 
hindurch geht. 

Dagegen kann man durch jeden Punkt der zweiten besonderen 
Geraden S nur eine einzige Erzeugende legen, da ihm (als «ker zwei- 
deutigen Reihe angehörig) nur ein einziger Punkt auf B entsprechen 
wird. 

„Während durch jeden Punkt der Geraden S eijie ein- 
zige geradlinige Erzeugende der Fläche hindurchgeht, 
lassen sich durch jeden Punkt der Geraden B zwei solche 
Erzeugende hindurch legen". 

Der Satz, dass die Elementenpaare des zweideutigen Gebildes 
eine quadratische Involution bilden (Art. 11., 1. Theil), drückt sich 
bezüglich der Regelfläche dritter Ordnung folgendermassen aus : 

„Die durch die einzelnen Punkte von B gehenden Paare 
geradliniger Erzeugenden bestimmen auf S eine quadra- 
tische Punkteinvolution und mit B eine quadratische 
Ebeneninvolution." 

11. Da die Fläche F^ eine Fläche dritter Ordnung ist, so kann 
man behaupten, dass ihre ebenen Schnitte Curven dritter Ordnung 
sein werden. Diese Schnittcurven sind jedoch besonderer Art, da 
sie einen Doppelpunkt besitzen. Betrachten wir die ebenen Schnitte 
der Fläche F^ etwas näher. 

Wenn wir mit der Fläche F^^ die wir uns durch die beiden 
ein - zwei - deutigen Ebenenbüschel S^ D erzeugt denken, eine Ebene 
E in Verbindung bringen, so ist es nicht schwer die Schnittcurve 
von ^^3 mit E zu bestimmen. 

Die Ebene E schneidet die beiden Ebenenbüschel 2>, Ä in zwei 
ein - zwei - deutigen Strahlenbüscheln ^, s so zwar^ dass der Scheitel 
d des zweideutigen Strahlenbüschels der* Schnittpunkt der Ebene E 
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und der Axe Z>, und der Scheitel s des eindeutigen der Schnitt- 
punkt der Ebene E mit der Axe S ist. 

Die beiden Strahlenbüschel d, s erzeugen eine Curve dritter 
Ordnung Cg, welche in d einen einfachen Punkt besitzt. 

„Jede Ebene schneidet die Regelfläche F^ in einer Curve 
drittem Ordnung vierter Classe, welche auf der Linie D 
einen Doppelpunkt besitzt.'^ 

Es durchschneidet sich also die Fläche F^ in der Linie J) selbst 
und somit ist D eine Doppellinie def Fläche F^ 

„Die Gerade I) d. i. die Axe des zweideutigen, die 
Fläche -Fg erzeugenden Ebenenbüschels oder die Axe der 
eindeutigen die Fläche erzeugenden Punktreihe ist eine 
Doppellinie der Fläche." 

Ausser dieser Doppellinie besitzt die Fläche keine weitere. Die 
beiden Geraden I) und S sind zwei geradlinige Leitlinien der Regel- 
fläche ^3 und zwar die einzigen, welche auftreten und auftreten können. 
Die eine, nämlich D ist überdiess eine Doppellinie der Fläche, während 
die zweite I*eitgerade S eine einfache Linie, aber von besonderer 
Natur ist. Wir wollen diese Gerade S kurz die einfache Leitlinie 
oder die einfache Directrix nennen. 

Wenn die schneidende Ebene E durch die Doppellinie 2> hindurch- 
geht, so wird sie, da diese Gerade D doppelt zum Schnitte zu zählen 
hat, die Fläche F>^ nur noch in einer einzigen Geraden — in einer 
Erzeugenden der Fläche schneiden können. In der That entspricht 
einer durch I) gehenden Ebene als zum zweideutigen Ebenenbüschel 
gehörig nur eine einzige Ebene des eindeutigen Büschels S, welche 
die Ebene E längs einer Erzeugenden schneidet. Diese Erzeugende 
repräsentirt in diesem Falle die Schnittlinie der Ebene E mit der 
Fläche F.^, Es zerfällt hier der cubische. Schnitt in diese Erzeugende 
nnd die doppelt zu zählende Doppellinie J). 

„Jede durch die Doppellinie D der Fläche gelegte 
Ebene schneidet die Fläche ausser in dieser, noch nach 
einer Erzeugenden." 

Enthält die schneidende Ebene E die einfache Leitlinie S, so 
wird sie ausser dieser noch einen quadratischen Schnitt mit der 
Fläche F3 liefern müssen. Dieser Schnitt besteht nur aus zwei Ge- 
raden. Denn der durch S gehenden Ebene E werden im zweideu- 
tigen Büschel J) zwei Ebenen entsprechen, welche E in zwei Er- 
zeugenden der Fläche schneiden. Der Schnitt einer durch E gelegten 
Ebene mit der Fläche ist somit ein Kegelschnitt mit einem Doppel- 
punkte, und zwar befindet sich, wie selbstverständlich ist, der Doppel- 
punkt auf der Doppellinie i> und ist der Schnittpunkt derselben mit 
der Ebene E. 
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,,Jede durch die einfache Leitgerade iSgelegte Eb.ene 
schneidet die Fläche in einem Geradenpaar, welches die 
Doppellinie in einem und demselben Punkt trifft." 

Ehe wir die ebenen Schnitte unserer Fläche F<^ näher untersuchen, 
soll im nächsten Artikel nachgewiesen werden, dass die von uns 
erzeugte Fläche eine Regelfläche dritter Ordnung im Allgemeinen ist. 

12 J) Der ebene Schnitt einer Fläche dritter Ordnung im All- 
gemeinen ist eine Curve dritter Ordnung. Hat die Fläche eine 
Doppelcurve, so wird jeder ebene Schnitt derselben Doppelpunkte 
besitzen und zwar in jenen Punkten, wo die Doppelcurve die Ebene 
schneidet. Da nun eine ebene Curve der dritten Ordnung höchstens 
einen Doppelpunkt besitzen kann, so kann, wenn eine Fläche dritter 
Ordnung eine Doppellinie besitzt, dieselbe nur eine Gerade sein. 

„Bei einer Fläche dritter Ordnung kann eine mögli- 
cherweise auftretende Doppellini enur eine Gerade sein." 

Nun lässt sich leicht zeigen, dass, wenn eine Fläche dritter 
Ordnung eine Doppelgerade D besitzt, die Fläche nothwendiger 
Weise eine Regelfläche sein müsse. Denn jede Ebene schneidet 
die Fläche in einer Curve dritter Ordnung, welche, wenn die Ebene 
durch die Doppelgerade D geht, in diese und eine weitere Gerade 
zerfallen muss, weil die Gerade D als Doppellinie auch doppelt zu 
dem Orte zählen muss. Jede durch D gelegte Ebene schneidet also 
die Fläche in einer Geraden, die Fläche enthält unendlich viele 
Gerade und ist somit eine Regelfläche. 

Betrachten wir nun den Fall, wo die Fläche F^ dritter Ordnung 
eine Regelfläche seih soll. Angenommen, es wären -^, ^, 6^, iS^ vier 
Erzeugende derselben, welche eine ganz allgemeine Lage im Räume 
besitzen können, da die Feststellung derselben äquivalent ist zu 
16 Punkten' der Fläche dritter Ordnung, welche jedoch erst durch 
19 Punkte bestimmt erscheint. Die vier Erzeugenden A^ By C, E be- 
sitzen nun, falls sie nicht einem und demselben einschaligen Hyper- 
' boloid angehören, (was wir voraussetzen wollen,) 2) zwei (reelle oder 
imaginäre) Transversalen Dy S, welche, da sie mit F^ vier Punkte 
gemein haben, ganz der Regelfläche angehören müssen. 

Legt man durch die eine der Fläche angehörende Gerade S und 
eine der vier Erzeugenden z. B. A eine Ebene, so wird diese die 
Fläche ausser in den beiden Geraden A, S noch in einer dritten Ge- 
raden A' schneiden müssen. 



*) Die Betrachtung dieses Artikels rührt von Cremona her. Vergleiche seine 
herrliche Abhandlung: „Sülle superficie gobbe del terz' ordine", in den Atti del. 
R. institute Lombarde vol. II 1861. 

2) Denn dann vmrde die Fläche Fg nothwendiger Weise in dieses Hyperboloid 
und eine Ebene zerfallen müssen. 
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Da der Schnitt der Ebene (SAA') aus diesen drei Geraden be- 
steht, von welchen A und Ä zwei gewöhnliche Erxeugende sind , so 
müssen alle anderen Erzeugenden der Fläche F^ diese Ebene in 
Punkten der Geraden S schneiden. Ebenso ergibt sich, dass alle 
Erzeugenden die zweite Transversale D schneiden müssen. 

Wenn nun aber alle Erzeugenden der Fläche sowohl S als auch 
D schneiden und wenn wir annehmen, dass die beiden mit S in einer 
und derselben Ebene liegenden Erzeugenden ^4 ^' diese Gerade S in 
verschiedenen Punkten schneiden, so folgt unmittelbar, dass sie die 
zweite Gerade D in einem und demselben Punkte, nämlich im Schnitt- 
punkte ihrer Ebene mit D schneiden müssen. Durch diesen Schnitt- 
punkt gehen sonach zwei Erzeugende, er ist somit ein Doppel- 
punkt. Da diess von jedem Punkte der Geraden 2>gilt, so erkennt 
man, dass D eine Doppellinie der Fläche ist. 

„Jede Regelfläche dritter Ordnung enthält eine Dop- 
pelgerade, welche mit einer gewissen anderen Geraden 
zwei Leitlinien der Kegelfläehe darstellt." 

Man erkennt auch sofort, dass die Regelfläche F^ als das Er- 
zeugniss zweier ein- zwei -deutigen Punktreihen (also auch Ebenen- 
büschel) betrachtet werden kann. Denn die durch die einzelnen 
Punkte der Doppellinie D gehenden Geradenpaare der Fläche bestim- 
men auf der einfachen Leitlinie 'S Punktepaare, welche man den 
Punkten von D zuordnen kann. Da durch jeden Punkt der ein- 
fachen Linie S nur eine einzige Erzeugende hindurchgeht, so erhellt 
unmittelbar, dass in dieser Art jedem Punkte von D zwei Punkte 
von S entsprechen, während jedem Punkte von S nur ein einziger 
Punkt von D zugehört. Es entstehen so zwei ein - zwei - deutige 
Punktreihen, die eindeutige auf i> und die zweideutige auf 5, deren 
Erzeugniss die Regelfläche F.^ ist. 

Dass man die beiden Punktreihen durch zwei Ebenenbüschel 
ersetzen könne, versteht sich von selbst. 

13. Aus dem vorhergehenden Artikel erkennen wir, dass die 
beiden geraden Leitlinien 2>, S einer Regelfläche F^ sofort bestimmt 
sind, sobald man vier willkürlich gewählte Gerade ABCE (welche 
jedoch der Bedingung, einem Hyperboloid nicht anzugehören, unter- 
worfen sind,) als Erzeugende der Fläche festsetzt. Die beiden den 
vier \AmQnABCE gemeinsamen Transversalen Z>, S^) sind, wie ge- 
zeigt wurde, die zwei geradlinigen Leitlinien der Fläche. 

» 
*) Man erhält bekanntlich diese zwei Linien in folgender Weise. Durch drei 

der vier Erzeugenden z. B. durch ABC legt mau ein Hyperboloid, welches die 
vierte E in zwei Punkten schneiden wird. Die zwei den Schnittpunkten zuge- 
hörigen Erzeugenden der zweiten Schaar des Hyperboloides sind die Linien D 
und S, 
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Dabei tritt jedoch noch eine doppelte Unbestimmtheit ein. Es 
kann nämlich ebensowohl die eine wie die andere dieser zwei 
Geraden zur Doppellinie oder zur einfachen Leitlinie genommen 
werden. Aber auch wenn wir in dieser Hinsicht eine Entschei- 
dung treffen und z. B. die Gerade D zur Doppellinie bestimmen; 
bleibt noch die Fläche selbst unbestimmt. Denn wollten wir sie 
als Erzeugniss zweier ein -zwei -deutiger Punktreihen bestimmen^ 
(deren Träger selbstverständlich D und S sind), so haben wir nur 
vier Paare entsprechender Punkte beider Reihen, nämlich jene, in 
welchen D und S von den vier Erzeugenden AyB^CyE geschnitten 
werden. Zur Fixirung zweier ein -zwei -deutiger Gebilde sind jedoch 
fünf Elementenpaare nothwendig (1. Theil, Art. 5.). Wir können 
daher noch einem beliebigen Punkte von D einen beliebigen Punkt 
von S zuordnen. Erst dann werden die beiden Punktreihen auf 
D und S und hiermit auch die Regelfläche ^3 gegeben sein. 

Das Annehmen eines beliebigen Paares entsprechender Punkte 
der Reihen i?, S, ist offenbar äquivalent der Annahme einer fünften 
Erzeugenden der Fläche, oder aber der Annahme eines beliebigen 
Punktes der Fläche, weil durch diesen die ihn enthaltende Erzeu- 
gende der Fläche (nämlich die durch den Punkt gehende Trans- 
versale von D und S) bestimmt ist. 

Wir können das eben Gefundene in folgenden Sätzen aussprechen: 

„Durch vier windschiefe Gerade, [welche nicht auf 
einem und demselben Hyperboloide liegen, lassen sich 
unendlich viele Regelflächen dritter Ordnung legen, 
welche die beiden Transversalen der vier Geraden zu ge- 
raden Leitlinien besitzen. Die ganze Schaar dieser Flä- 
chen zerfällt in zwei Arten: die Flächen der einen Art 
haben die eine der beiden Leitlinien zur Doppellinie und 
jene der zweiten Art haben die zweite Leitlinie zur Dop- 
pellinie. Je zwei Flächen der Schaar, von denen jede 
einer anderen Art angehört, haben ausser den vier Er- 
zeugenden und den beiden Leitlinien immer noch eine 
fünfte Erzeugende gemein^). Zwei Flächen derselben 
Art schneiden sich ausser in den erwähnten sechs Gera- 
den nicht mehr. 

Durch jeden Punkt des Raumes lässt sich je eine 
Fläche jeder Art legen, welche zwei Flächen sich in der 



*) Der vollständige Durchschnitt zweier Flächen des dritten Grades ist eine 
Curve neunter Ordnung. Zwei Flächen verschiedener Art besitzen nun die vier 
Erzeugenden und die zwei Leitlinien gemeinschaflKch. Erstere sind äquivalent 
einer Curve vierter Ordnung und ebenso die Leitlinien, es verbleibt also noch 
eine Linie erster Ordnung. 
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durch den Punkt gehenden Transversalen der beiden 
Leitlinien scheiden. 

Die Flächen jeder Art bilden ein Flächenbüschel." 

Jede Erzeugende kann man im Falle, dass die beiden Leitlinien 

Dj S gegeben sind, durch einen Punkt der Fläche ersetzen, da durch 

jeden Punkt des Raumes nur eine einzige Gerade gelegt werden 

kann, welche die beiden windschiefen Geraden J) und S schneidet. 

Wir erhalten dann folgenden Satz : 

„Durch vier Punkte im Räume lassen sich unendlich 
viele Regelflächen dritter Ordnung legen, welche zwei 
gegebene windschiefe Geraden D, S zu Leitlinien be- 
sitzen etc." 

„Durch vier Gerade und einen Punkt des Raumes 
lassen sich jederzeit zwei Regelflächen dritter Ordnung 
legen.'^ 

Wir haben bisher in diesem Artikel die cubischen Regelflächen 
durch Bedingungen bestimmt, wobei die Bestimmung mehrdeutig 
war. Es fragt sich zunächst, wie man eine solche Fläche eindeutig 
bestimmen könne. 

Offenbar muss, um jede Mehrdeutigkeit zu vermeiden, der 
Charakter der beiden geraden Leitlinien fixirt werden. Wir wollen 
annehmen, dass von der Regelfläche F^ diese beiden Leitlinien ge- 
geben sind und zugleich bestimmt ist, dass I) die Doppellinie und 
somit S die einfache Leitlinie sein soll. Dann erkennt man sofort, 
dass die Regelfläche vollkommen und unzweideutig bestimmt ist, so- 
bald man ausser den beiden Leitlinien noch fünf diese Leitlinien 
schneidende Erzeugende, oder was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
man noch fünf Punkte der Fläche kennt. 

Im ersten Falle erhält man unmittelbar fünf Punktepaare der 
beiden ein -zwei -deutigen Punktreihen auf i> und S oder fünf Ebenen- 
paare der beiden ein - zwei - deutigen Büschel 5, Z>, wodurch diese die 
Fläche erzeugenden Gebilde bestimmt sind. 

Im zweiten Falle, wenn nämlich ausser S und D noch fünf Punkte 
der Fläche bestimmt sind, kann man durch diese fünf Punkte der 
Fläche die fünf Transversalen zu den beiden Leitlinien S und B legen, 
wodurch man diesen Fall auf den ersten zurückführt. 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist bestimmt, so- 
bald man ihre Doppellinie 2>, ihre einfache Leitlinie 5 und 
fünf Erzeugende oder fünf Punkte kennt." 

Aufgabe: Von einer Regelfläche dritter Ordnung ist 
die Doppellinie B, die einfache Leitlinie S und fünf Er- 
zeugende AjB,C,E,F oder fünf Punkte a',VyC%e',f gegeben, 
man soll die Fläche construiren. 
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Da man den Fall^ wo fänf Punkte gegeben sind^ auf jenen 
zurückführen kann, wo fünf Erzeugende bekannt sind, so wollen 
wir nur diesen letztem betrachten. 

Die Construction der Fläche F^ wird selbstverständlich durch 
Vervollständigung der beiden, die Fläche erzeugenden, ein -zwei- 
deutigen Gebilde zu geschehen haben. Da wir aber die Fläche F^ 
ebensowohl durch Punktreihen als auch durch Ebenenbüschel er- 
zeugen können, so wird man der Construction eine doppelte Gestalt 
geben können, je nachdem man nämlich den einen oder den andern 
Weg einschlägt. 

Die fünf Erzeugenden A, Bj C^ Ej F bestimmen mit der Doppel- 
linie D fünf Ebenen cc\,ß\yy\y^\y^x und mit der einfachen Leitlinie 5 
fünf Ebenen a, ßj y, s, g?, welche man den ersten resp. zuordnen 
kann. 

Hiermit erhält man fünf Paar entsprechender Ebenen zweier 
ein - zwei - deutiger Ebenenbüschel, durch deren Vervollständigung 
(siehe 1. Theil) die Fläche constriiirt erscheint. Je zwei ent- 
sprechende Ebenen beider Büschel schneiden sich in einer neuen 
Erzeugenden der Fläche. 

Befindet sich im Räume die willkürliche Gerade C, so bestimmen 
die beiden Ebenenbüschel auf derselben zwei ein -zwei -deutige Punkt- 
reihen, deren drei Doppelpunkte oflFenbar die drei Schnittpunkte 
der Geraden G mit der Fläche F^ sind. Durch jeden dieser drei 
Schnittpunkte lässt sich eine Erzeugende der Kegelfläche legen 
und es ist hiermit eine Auflösung für folgende zwei Aufgaben ge- 
' geben. 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist durch die 
beiden Leitlinien und fünf ihrer Erzeugenden (oder fünf 
Punkte) gegeben, man soll ihre drei Schnittpunkte mit 
irgend einer Geraden G construiren." 

„Man zeichne die drei Erzeugenden einer Regelfläche 
dritter Ordnung, welche eine gegebene Gerade treffen.^' 

Wenn von den drei Doppelpunkten der beiden auf der Geraden 
G entstehenden ein - zwei - deutigen Punktreihen zwei zusammenfallen 
d. h. wenn diese zwei Punktreihen einen zweifachen Doppelpunkt 
besitzen, so wird offenbar die Gerade G die Regelfläche in dem 
.zweifachen Doppelpunkte im Allgemeinen berühren und im dritten 
Doppelpunkte schneiden. *Die Gerade G ist somit eine Tangente 
der Fläche. 

Wenn alle drei Doppelpunkte der auf 6^ auftretenden ein -zwei- 
deutigen Reihen in einen Punkt — den dreifachen Doppelpunkt — 
zusammenfallen, so wird die Gerade G die Fläche -^3 in drei un- 
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mittelbar aufeinander folgenden Punkten schneiden und wird dem- 
gemäss eine Inflexions- oder Haupttangente der Fläche sein*). 

Ü4. Denken wir uns die Fläche /'j durch zwei ein -zwei -deutige 
Ebenenbüschel S, D erzeugt, so können wir zur Vervollständigung 
der beiden Büschel d. h. zur Construction der Fläche verschiedene 
Wege einschlagen, welche uns zu den verschiedenen Erzeugungsarten 
der Fläche führen werden. 

Erstlich kann man die Vervollständigung der beiden Ebenen- 
büschel auf jene zweier Strahlenbüschel dadurch zurückführen, 
dass man eine Transversalebene anwendet- Diese wird im All- 
gemeinen die beiden Büschel S, D in zwei ein -zwei -deutigen Strahlen- 
büscheln s, d treffen, welche man nach Art. 18 des 1. Theils vervoll- 
ständigen kann. Legt man dann durch je zwei entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel die resp. Ebenen der Ebenenbüschel, so treffen 
sich diese in einer Erzeugenden der Regelfläche. 

Die beiden ein - zwei - deutigen Strahlenbüschel in der Ebene 
erzeugen eine Curve dritter Ordnung C^^, welche im Scheitel des 
zweideutigen Büschels d. i. also im Schnittpunkte d der Ebene 
mit der Doppellinie D einen Doppelpunkt besitzt. Der Punkt 5, in 
welchem die einfache Leitlinie S die Ebene schneidet, ist ein 
einfacher Punkt der Curve C^^. 

Durch jeden Punkt j» der Curve C^^ geht eine einzige Erzeugende 
Pder Kegelfläche, es ist die Schnittlinie der Ebene (p D) mit der 
Ebene (p S), Diese Erzeugende trifft die einfache Leitlinie S in 
einem Punkte p' und da durch jeden Punkt von S (weil S der 
Träger einer zweideutigen die Fläche ^3 erzeugenden Punktreihe ist) 
nur eine einzige Erzeugende der Fläche geht, so erkennt man, dass 
die Erzeugenden der Fläche auf der Curve C^^ und auf der ein- 
fachen Leitlinic/Szwei projectivische (doppel verhältnissgleiche) Punkt- 
systeme erzeugen. 2) 

Diese beiden projecti vischen Punktsysteme sind besonderer Art. 
Es entspricht siöh nämlich der Schnittpunkt s von S und C^^ selbst, 
da die durch s gehende Erzeugende offenbar die Curve C^^ in dem 
nämlichen Punkte s schneidet. Wir leiten, aus der vorhergehenden 
Betrachtung sofort die folgenden Entstehungsarten der Regelflächen 
dritter Ordnung ab: 

„Wenn zwei windschiefe Gerade D, S, und eine ebene 
Curve dritter Ordnung, welche auf /deinen Doppelpunkt 
besitzt und auch S schneidet, gegeben sind, so ist die 
Regelfläche, welche durch diese drei Leitlinien bestimmt 
ist, eine Regelfläche dritter Ordnung. Diese hat die 

1) Siehe „Analytische Geometrie des Raumes", IL Bd., Salmon-Fiedler, pg. 7. 

2) Vergleiche Art. 10 des 2. Theiles. 
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Linie Dj welche durch den Doppelpunkt der Curve drit- 
ter Ordnung hindurchgeht^ zur Doppellinie."*) 

„Wenn auf einer Geraden Ä, welche eine ebene Curve 
C^ dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte d in einem 
Punkte 5 schneidet; eine Punktreihe ist, welche mit einem 
Punktsystem auf C^ derart projectivisch ist, dass sich 
der Punkt s selbst entpricht, so bilden die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte eine Regelfläche dritten 
GradeS; deren Doppellinie B durch den Doppelpunkt d 
der Curve ^4^ hindurchgeht und sämmtliche Erzeugenden 
der Fläche schneidet/' 

Zwei solche Punktsysteme werden offenbar bestimmt sein, so 
bald man irgend zwei Punkten p', ^' von C^^ irgend zwei Punkte p, q 
von S zuordnet. Die durch d gehende Gerade, welche "pp und 'qq' 
gleichzeitig schneidet [also die Schnittlinie der Ebenen {dpp') und 
(dqq')], ist die Doppellinie D der Fläche. 

Lässt man jedem Punkte der Doppellinie JD jene zwei Punkte 
entsprechen , in welchen die Curve C^^ von den beiden durch den 
Punkt gelegten Erzeugenden getroffen wird, so erhält man offenbar 
zwei ein -zwei -deutige Systeme von Punkten, das eindeutige auf 
der Doppellinie D und das zweideutige auf der Curve C^^. 

Das zweideutige Punktsystem auf der Curve 0^^ hat jedoch eine 
besondere Beschaffenheit. Bekanntlich repräsentirt das zweideutige 
System (Art. 11., 1. Theil.) immer eine quadratische Involution. Die 
so entstehende Involution auf der Curve C^^ ist jedoch eine centrale 
Involution (siehe Art. 11., 2. Theil), da die Verbindungslinien der 
einzelnen Punktepaare durch den Curvenpünkt s hindurchgehen; 
denn je zwei durch einen Punkt der Doppellinie D gehende Er- 
zeugende liegen mit der einfachen Leitlinie S in einer und dersel- 
ben Ebene und werden daher die Curve C^^ in einem Punktepaar 



') Drei Curven von den resp. Ordnungen »zi, mj, mg, bestimmen, als Leitlinien 
aufgefasst) bekanntlich eine {Segelfläche 2mi'm2'nf3^" Ordnung, für welche die 
Leitlinien resp. {m^ m^) fache , (m^ nti) fache und (mi mi) fache Curven sind. Be- 
sitzen jedoch die Curven m^y m^y r^ gemeinsame Punkte, so wird die Linie (m^) nur 
mehr eine (mj »m^ — r,) fache Linie. Ebenso werden die Linien m^ und m,, wenn 
sie mit m^ resp. r, und r, gemeinsame Punkte haben, nur mehr (^2^3 — r^) fache 
und (m^m^ — rj) fache Linien und die Ordnung der Fläche wird nur mehr: 
(2 wiWjiwj — mir, — w^r, — m^r^), Ist eine der Leitlinien z.B. wg eine Gerade, 
d. h. ist Wgs« 1, so ist diese eine (m|fii, — r, — riTj) fache Linie. 

Für unseren Fall ist w, = 1 , m, = 1 , Wg = 3, n = 1 , r^ == 2, r, = 0, folglich 
der Grad der Fläche = 2 • 1 • 1 • 3 — 1 • 1 — 1 • 2 — 3 • = 3; die Vielfachheit 
von jui ist 2 , jene von m^ und i», ist 1. Somit ist 7/i| die Doppellinie und thj, m^ 
sind einfache Linien der Fläche. 
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schneiden; dessen Verbindungslinie durch den Punkt $ d. i. den 
Schnittpunkt von S mit der Ebene derj Curve C^^ hindurchgehen 
muss. 

Die durch den Doppelpunkt d der Curve C4' gehenden zwei 
Erzeugenden schneiden die Curve ^4^ in diesem Doppelpunkte selbst 
und somit enstpricht dem Punkte d der Geraden D das Paar der 
Nachbarpunkte des Doppelpunktes. Daher: 

„Ist D eine Gerade, welche von der ebenen Curve C^^ 
dritter Ordnung in dem Doppelpunkte d der letzteren 
geschnitten wird, und befindet sich auf Z> ein eindeutiges 
Punktsystem lind auf (74^ ein ihm verwandtes zweideutiges 
Punktsystem von der Art, dass die durch das letztere 
gebildete Punktinvolution eine centrale ist, und dass 
die Nachbarpunkte des Doppelpunktes diesem Punkte 
der Geraden /> entsprechen; so erzeugt die Verbindungs- 
linie entsprechender Punkte beider Systeme eine Regel- 
fläche dritter Ordnung, welche den Träger D des ein- 
deutigen Punktsystemes zur Doppellinie besitzt. Die 
einfache Leitlinie S der Regelfläche geht durch das Cen- 
trum s der auf 6^4*'' befindlichen Involution." 

15. Würde man die Ebene so legen, dass sich der gemein- 
schaftliche Strahl ds der beiden ein -zwei -deutigen Strahlenbüschel, 
in welchen die Ebene die beiden Ebenenbügchel schneidet, selbst 
entspräche, so würden sich die beiden Strahlenbtischel in reducirter 
Lage befinden. 

Dieser Fall wird aber offenbar dann eintreten, wenn die beiden 
Scheitel tf, s der zwei Büschel d. h. die zwei Punkte, in welchen die 
Ebene die beiden Büschelaxen /?, S schneidet, zwei entsprechende 
Punkte der, die Fläche erzeugenden ein -zwei -deutigen Punktreihen 
auf D und S sind, d. h. wenn die Geicade d s eine Erzeugende der 
Fläche ist. 

Es entspricht dann der Ebene {d S) die Ebene (s D) und folglich 
dem Strahle äfs in wieder derselbe. Die beiden Strahlenbüschel 
dy s sind in reducirter Lage. 

„Legt man durch irgend eine Erzeugende der Fläche 
eine Ebene, so schneidet diese die beiden, die Fläche 
erzeugenden Ebenenbüschel in zwei reducirt liegenden 
Strahlenbüscheln." 

Zwei ein -zwei -deutige Büschel erzeugen jedoch, wenn sie in 
reducirter Lage sind, einen Kegelschnitt, welcher durch den Scheitel 
des zweideutigen Büschels hindurchgeht (siehe Art. 14. des 1. Theiles) 5 
folglich der Satz: 
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^^Jede darch eine Erzeugende einer Kegelfläche 
gehende Ebene schneidet die Regelfläche längs eines 
Kegelschnittes; welcher durch den Schnittpunkt der Er- 
zeugenden mit der Doppellinie der Fläche hindurch- 
geht." 

Weil; wenn auf der R^elfläche sich ein Kegelschnitt befindet^ 
seine Ebene die Fläche überdiess in einer Geraden schneiden muss^ 
und diese Gerade eine Erzeugende sein wird, so gilt auch der Satz : 

;;Alle auf einer Regelfläche dritter Ordnung befind- 
lichen Kegelschnitte schneiden die Doppellinie der 
Fläche." 

Durch jeden Punkt eines auf der Fläche F^ liegenden Kegel- 
schnittes lässt sich eine Erzeugende legen. Es ist dies die jeweilige 
durch den betreffenden Punkt zu den beiden Leitlinien B und S ge- 
legte Transversale. Diess gibt folgende Entstehungsart der Eläche. 

;;Sind D und S zwei windschiefe Gerade und ^j ^^^ 
Kegelschnitt; welcher mit der Geraden D einen Punkt d 
gemein hat; so ist die durch einC; diese drei Linien 
schneidende Gerade erzeugte Fläche eine Regelfläche 
-dritter Ordnung, welche die den Kegelschnitt Cj schnei- 
dende Gerade /> zur Doppellinie hat, während die zweite 
Gerade S die einfache Leitlinie der Fläche ist." 

Würden beide Gerade S und J) den Kegelschnitt C2 schneiden, 
so entstünde bekanntlich ein einschaliges Hyperboloid. 

Betrachtet man irgend zwei Kegelschnitte Cj und C,/, welche in 
den Ebenen 0, G' resp. liegen, in welchen sich überdiess die Erzeu- 
genden iE^; ^vorfinden, so müssen diese Kegelschnitte nach Bewie- 
senem die Doppellinie D in den Punkten {£!>) , (^-ö) schneiden und 
werden, wie man sich leicht überzeugt, mit einander einen Punkt 
gemein haben. Die Ebenen 6, 6' der beiden Kegelschnitte schneiden 
sich nämlich in einer Geraden G, welche mit unserer Regelfläche F^ 
drei Punkte gemein haben wird. Von diesen drei Punkten sind 
offenbar zwei die Schnitte der Geraden G mit den beiden Erzeugen- 
den E, FÜ y welche auch je einem der beiden Kegelschnitte angehören 
müssen; der dritte Schnittpunkt von G mit ^^3 muss daher auch ein 
gemeinschaftlicher Punkt der beiden Kegelschnitte (^j, C^ sein. 

Man überzeugt sich von der Wahrheit des eben Gesagten auch 
einfach durch folgende Betrachtung : 

• Eine durch die Erzeugende E gelegte Ebene schneidet die 
Regelfläche F^ in einem Kegelschnitte C^ und in dieser Erzeugenden E, 
Jede in der Ebene gezogene Gerade trifft den Kegelschnitt C^ in 
zwei Punkten, uud die Erzeugende E in einem dritten Punkte, welche 
drei Punkte offenbar die Schnittpunkte der Geraden G mit der Fläche 
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F^ sind. Liegt nun überdiess die Gerade G in einer anderen durch 
die Erzeugende E^ gelegten Ebene 0', welche die Fläche in dem 
Kegelschnitte C^ schneidet, so muss* G dem Kegelschnitte C^ und 
der Erzeugenden E' in denselben drei Punkten begegnen als dem 
Kegelschnitte C^ und der Erzeugenden E. Da sich jedoch zwei 
Erzeugende Ey E! der Fläche im Allgemeinen nicht schneiden, so 
muss von den drei auf G entstehenden Schnittpunkten einer ei^ ge- 
meinsamer Punkt von C^ und E^ einer ein gemeinsamer Punkt von 
C^ und Ef und der dritte ein gemeinsamer Punkt von C^ und C^. 
Es ergibt sich daher der Satz: 

,,Je zwei Kegelschnitte einer Regelfläche dritter 
Ordnung haben einen gemeinschaftlichen Punkt." 

Da jeder auf der Fläche gelegene Kegelschnitt von allen Er- 
zeugenden der Fläche geschnitten wird, so erhalten wir, wenn wir 
ausser der Doppellinie D noch zwei Kegelschnitte der Fläche zu 
Leitcurven nehmen, folgende Entstehungsart der Fläche: 

„Wenn die Gerade i> jeden der beiden Kegelschnitte 
C^y C^ schneidet, während auch diese Kegelschnitte einen 
gemeinschaftlichen Punkt besitzen, so erfüllen alle, diese 
drei Linien schneidenden Geraden eine Regelfläche 
dritter Ordnung, für welche die Gerade i) isine Doppel- 
linie ist." 

Da nach Art. 13. drei Erzeugende der Fläche F^ existiren, welche 
eine willkürliche Gerade G schneiden (nämlich die drei Erzeugenden 
der Fläche, welche durch ihre drei Schnittpunkte mit der Geraden 
G gehen), so erkennt man, dass: 

„durch jede Gerade sich drei Ebenen legen lassen, 
welche die Regelfläche nach Kegelschnitten schneiden." 

16. Betrachtet man irgend einen der unendlich vielen auf der 
Regelfläche F^ liegenden Kegelschnitte z. B, den Kegelschnitt Cg, 
welcher nach Früherem die Doppellinie in einem Punkte d schneidet, 
während er mit der einfachen Leitlinie keinen Punkt gemein hat, 
so kann dieser Kegelschnitt umgekehrt wieder zur Feststellung der 
zwischen den beiden die Regelfläche ^erzeugenden Ebenenbüscheln 
bestehenden Beziehung verwendet werden. Zwei Ebenen der beiden 
Büschel />, S sind entsprechend, wenn sie sich in einem auf C^ lie- 
genden Punkte schneiden. Die durch diesen Punkt gehende Schnitt- 
linie beider Ebenen ist dann eine Erzeugende der Regelfläche. 

Jede durch D gehende Ebene trifft C^ ausser im Punkte d noch 
einmal, weshalb ihr im Büschel 5 nur eine einzige Ebene entspricht; 
dagegen entsprechen jeder Ebene des Büschels S zwei Ebenen des 
Büschels Dy weil die erstere den Kegelschnitt C^ in einem Punkte- 
paare trifft. Dieses Punktepaar wird dann zusammenfallen, d. h. die 



32 . Dritter Theil. 

betreflfende Ebene wird eine Verzweigungsebene des eindeutigen 
Büschels sein, wenn diese Ebene den Kegelschnitt C2 berührt. Der 
Kegelschnitt C^ muss somit die beiden Verzweigungsebenen des ein- 
deutigen Büschels berühren. Wir haben demnach den Satz: 

„Alle auf einer Regelfläche dritter Ordnung liegen- 
den Kegelschnitte berühren dieselben zwei durch die ein- 
falle Leitlinie gehenden Ebenen^) — nämlich die Ver- 
zweigungseben des eindeutigen Ebenenbüschels." 

Legen wir also durch die einfache Leitlinie S anleinen belie- 
bigen in der Fläche F^ liegenden Kegelschnitt C^ die beiden Tan- 
gentenebenen, so sind dies die Verzweigungsebenen des eindeutigen 
Büschels, und wenn wir die Berührungspunkte dieser Ebenen mit dem 
Kegelschnitte durch Ebenen mit der Doppellinie J) verbinden, so 
erhalten wir die Doppelebenen des zweideutigen, die Regelfläche er- 
zeugenden Büschds. Wir finden also, dass die 'Berührungspunkte 
irgend eines der Regelfläche eingeschriebenen Kegelschnittes mit den 
beiden Verzweigungsebenen auf den entsprechenden Doppelebenen 
liegen. Somit : 

„Die Berührungspunkte all er einer Reg elf lache dritter 
Ordnung eingeschriebener Kegelschnitte mit den beiden 
Verzweigungsebenen liegen auf den Schnittlinien dieser 
Ebenen mit den ihnen entsprechenden Doppelebenen des 
zweideutigen Büschels." 

17. Jede durch die Doppellinie D der Regelfläche gelegte Ebene 
schneidet die einfache Leitlinie S in einem Punkte p und irgend 
einen auf der Fläche liegenden Kegelschnitt €2 in einem Punkte p' 
(nebst dem auf D liegenden Punkte d). Die Gerade pp' ist eine Er- 
zeugende der Fläche. Nun ist aber das Doppelverhältniss von irgend 
vier Punkten p gleich dem Doppelverhältniss der sie bestimmenden 
Ebenen und ebenso ist das Doppelverhältniss von irgend vier Punk- 
ten p' gleich jenem der vier Ebenen und daher haben die vier 
Punkte p dasselbe Doppelverhältniss als die ihnen entsprechenden 
vier Punkte p\ 

„Die sämmtlichen ^Erzeugenden einer Regelfläche 
dritter Ordnung bestimmen auf der Leitlinie 5 und jedem 
der Fläche eingeschriebenen Kegelschnitte C2 zwei dop- 
pelverhältnissgleiche d. h. projectivische Punktsysteme." 

Umgekehrt erhält man folgende von Cremona^) gegebene Er- 
zeugungsart der Regelfläche dritter Ordnung. 

^) Siehe die schon erwähnte Abhandlung von Cremona in den Atti 4. pag. 294. 

^) Grelle Journal, £d. 68. pag. 138. Wir bemerken ein für aUemal, dass die 
meisten Erzeugungsarten der Regelfläche, welche man hier antrifft, von Cremona 
herrühren. (Atti 4.) 
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^,Sind auf einer Geraden S und einem Kegelschnitte 
6^2 zwei projeetivische Punktsysteme gegeben, so erfüllen 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte beider Sy- ^ 
Sterne eine ßegelfläche dritter Ordnung, für welche /Sdie 
einfache Leitlinie ist." 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. 

Sei s der Durchschnittspunkt von S mit der Ebene von C.y 
und s' der ihm projectivisch auf C2 entsprechende Punkt; ferner 
seien «, b zwei Punkte von 5, denen auf C2 die Punkte a, V 
respective entsprechen. Man lege durch / zu den beiden Geraden 
TTS hV die Trans versäle D und denke sich diese nebst S und C^ als 
Leitlinien einer Regelfläche, so wird diese nach Art. 15. eine Regel- 
fläche dritter Ordnung werden, deren Erzeugende diesem Artikel 
gemäss auf C^ und S zwei projeetivische Punktsysteme bestimmen 
werden. Nun sind öö', ^^-und 11' drei Erzeugende der Regelfläche 
und somit a, a\ b,b'] und c, c drei Paar entsprechender Punkte 
der beiden projecti vischen Punktsysteme. Da jedoch diese drei 
Punktepaare auch unseren beiden ursprünglich auf S und C2 an- 
genommenen Punktsystemen angehören, und weil zwei projektivische 
Gebilde durch drei Elementen paare bestimmt sind, so sind die bei- 
den Punktsysteme identisch und folglich ist die Regelfläche dritter 
Ordnung auch das Erzeugniss der beiden auf S und Cj ursprünglich 
angenommenen Punktsysteme. 

Betrachtet man die, durch einzelne durch die einfache Leitlinie 
S gehende Ebenen auf der Doppellinie bestimmten Punkte und die 
durch dieselben Ebenen auf dem Kegelschnitte C2 bestimmten Punkte- 
paare, so erkennt man sofort, dass man es mit zwei ein-zwei-deutigen 
Punktsystemen zu thun hat, von welchen das eindeutige auf der 
Doppellinie J) und das zweideutige auf der Curve C2 sich befindet. 
Die Gerade D schneidet den Kegelschnitt C2 in einem Punkte d, 
welcher sich offenbar einmal selbst entspricht, während ihm auf ^^ 
überdiess der Schnitt von C2 mit (dS) zukommt. 

Wir erhalten demnach folgende Erzeugungsart einer Regelfläche 
dritter Ordnung: 

„Befindet sich auf einer Geraden D eine eindeutige 
Punktreihe und auf dem die Gerade im Punkte ^schnei- 
denden Kegelschnitte C2 eine ihr verwandte zweideutige 
Punktreihe, und entspricht sich der Punkt d einmal selbst, 
so erfüllen die Verbindungslinien je zweier entsprechen- 
den Punkte eine Regelfläche dritter Ordnung, welche 
den Träger D zur Doppellinie besitzt." 

18. Während irgend eine Fläche von einer beliebigen Ebene in 
einer Curve geschnitten wird, welche im Allgemeinen keine mehr- 

Wbyr, Theorie. 3 
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fachen Punkte enthält, wird sie von den Tangentialebenen in Curven 
geschnitten, die im Berührungspunkte einen Doppelpunkt besitzen *). 

Jede in der Tangentialebene einer Fläche durch den Berührungs- 
punkt gezogene Gerade bestimmt daselbst zwei mit der Fläche zu- 
sammenfallende Punkte, d. h. sie ist eine Tangente der Fläche. Es 
gibt nun in diesem Tangentenbüsctel, dessen Scheitel der Berüh- 
rungspunkt ist, zwei Tangenten, welche die Fläche in drei zusam- 
menfallenden Punkten schneiden; diess sind die sogenannten In- 
flexionstangenten oder die Haupttangenten der Fläche. Es sind diess 
zugleich die Tangenten der Schnittcurve der Tangentialebene im 
Berührungspunkte. Je nachdem die beiden Inflexionstangenten eines 
Flächenpunktes reell oder maginär sind, haben wir es mit einem 
hyperbolischen oder elliptischen Punkte zu thim. Fallen die beiden 
Inflexionstangenten eines Punktes zusammen, so ist derselbe parabo- 
lisch und seine Tangentialebene (welche, wie Cayley bemerkt, doppelt 
zu zählen ist) schneidet die Fläche in einer Curve, die in ihm eine 
Spitze (Rückkehrpunkt) besitzt. 

Hat eine Fläche eine Döppellinie, so giebt diese zur Entstehung 
ebener Schnitte mit Doppelpunkten Veranlassung. In einem solchen 
Falle wäre also jede Ebene als Berührungsebene mit mehrfacher Be- 
rührung zu betrachten. Man muss daher solche Doppellinien ge- 
hörig berücksichtigen und die von ihnen herrührenden Doppelpunkte 
ausscheiden. 

Eine zweifache Doppeltangentenebene einer Fläche ist eine solche 
welche die Fläche an zwei verschiedenen Stellen berührt; eine solche 
Doppeltangentenebene wird daher die Fläche in einer Curve mit 
zwei Doppelpunkten, schneiden; ebenso bei einer dreifachen oder 
mehrfachen Tangentenebene einer Fläche. 

Betrachtet man einen auf einer Erzeugenden einer Kegelfläche 
liegenden Punkt, so ist klar, dass seine Tangentialebene durch die 
Erzeugende gehen müsse, da diese eine von den beiden Inflexions- 
tangenten der Fläche in dem betrachteten Punkte ist, indem sie drei 
auf einaixderfolgende (eigentlich unendlich viele) Punkte mit der 
Fläche gemein hat. Es ist eine bekannte Sache, dass die den ein- 
zelnen Punkten einer Erzeugenden einer Regelfläche entsprechenden 
Tangentialebenen ein mit dem Berührungspunktesystem doppelver- 
hältnissgleiches Ebenenbüschel bilden. 

Jede durch eine Erzeugende einer Regelfläche n*^*" Ordnung 
gelegte Ebene wird die Fläche ausser in der Erzeugenden noch 
in einer Curve (n — 1) ^^'^ Ordnung schneiden, welche mit 



^) Siehe „Analytische Geomtrie des Raumes" von Salmqn- Fiedler II. Theil 
pag. 5. 
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• der Erzeugenden (n — 1) Punkte gemein haben wird. Jeder 
dieser Schnittpunkte ist ein Doppelpunkt des in der Ebene ent- 
haltenden Gesammtschnittes der Fläche, aber für nur einen ein- 
zigen ist die EbenÄ eine Tangentialebene. Die (n — 2) übrig blei- 
benden gehören einer Doppelcurve der Fläche an, welche von jeder 
Erzeugenden in (n — 2) Punkten getroflfen wird. 

Diese (n — 2) der Doppelcurve angehöi'igen Punkte hängen nicht 
von der Stellung der durch die Erzeugende gelegten Ebene ab, son- 
dern bleiben bei einer Drehung dieser Ebene fix^). Jede durch eine 
Erzeugende einer Regelfläche gelegte Ebene ist somit eine Tangenten- 
ebene der Fläche in einem bestimmten Punkte der Erzeugenden 

Um somit den aus irgend einem Punkte des Raumes der Regel- 
fläche umschriebenen Kegel zu erhalten, bat man nur durch den 
Punkt und die einzelnen Erzeugenden Ebenen zu legen, welche 
Tangentenebenen der Fläche sein und den gesuchten Kegel umhüllen 
werden. 

„Um den einer Regelfläche aus einem Punkte um- 
schriebenen Kegel zu erhalten, hat man nur durch den 
Punkt und die einzelnen Erzeugenden der Regelfläche 
Ebenen zu legen, welche den Kegel umhüllen werden." 

Bringt man mit einer Regelfläche irgend eine Gerade G in Ver- 
bindung, so wird sie die Fläche, wenn diese von n^^^ Ordnung ist, 
in n Punkten schneiden. Durch jeden dieser Punkte geht im Allge- 
meinen eine Erzeugende der Fläche und es existiren daher so viele 
Erzeugende einer Regelfläche, als ihre Ordnungszahl anzeigt, welche 
eine beliebige Gerade schneiden. Legt man durch die Gerade G und 
eine sie schneidende Erzeugende eine Ebene, so ^ird diese eine 
Tangentenebene sein und somit gehen an eine Regelfläche n^^^ Ord- 
nung durch eine beliebige Gerade fi Tangentialebene d. h. sie ist 
auch von der w*«" Classe. 

„Jede Regelfläche . ist von derselben Ordnung und 
Classe." 

Man spricht daher wohl auch kurz nur von> dem Grade einer 
Regelfläche, indem man unter Grad ebensowohl die Ordnung als 
Classe verstehen kann. 

19. Gehen wir zu unserer Regelfläche F^ dritten Grades zurück 
und betrachten irgend eine ihrer Erzeugenden z.B. X Jede Er- 
zeugende Jl schneidet die beiden Leitlinien B, S, von welchen die 
erstere eine Doppellinie der Fläche ist. Eine durch Ä gelegte Ebene 
I wird nach Früherem die Regelfläche in einem Kegelschnitte C.y 
schneiden, welcher durch den Schnittpunkt d von Ä und J) hin- 



') Vergleiche das vorhererwähnte Werk pg. '29*2. 
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darchgeht. Dieser Kegelschnitt hat somit ausser dem Ponkte d 
mit der Erzeugenden Ä noch einen weiteren Ponkt gemein, den wir 
X nennen wollen. Die Ebene £ ist nun eine Tangentialebene der 
Eläche nnd zwar im Punkte x, welcher ihr Berülfirangspnnkt ist. Der 
Punkt d, welcher offenbar auch ein Doppelpunkt der Schnitt - 
curve von | mit F^ ist, ist von der Art der (n — 1) Punkte, 
welche wir im vorigen Artikel erwähnt haben; er gehört der 
Doppellinie D an und erleidet in der That durch eine Drehung 
der Ebene | um die Erzeugende Ä keinerlei Veränderung — er 
bleibt fix. 

„Eine durch eine Erzeugende der Begelfläche dritter 
Ordnung gelegte Ebene berührt die Fläche in jenem 
Punkte, wo die Erzeugende von dem in der Ebene lie- 
genden Kegelschnitte der Fläche getroffen wird.'' 

Dreht man | um Ä, so wird der K^elschnitt C^ , während er 
eine Deformation erleidet, fortwährend durch den Punkt {X D) = d 
gehen und die Erzeugende in einer Keihe von Punkten schneiden, 
welche die Reihe der Berührungspunkte der einzelnen Ebenen darstellt. 

Wir wollen nun die folgende Aufgabe behandeln, welche die 
Bestimmung des Berührungspunktes einer Tangentialebene der Fläche 
zum Gegenstande hat^). 

„Von einer Regelfläche dritter Ordnung sind die bei- 
den Leitlinien J), S und fünf Erzeugende Uy F, fVyXj Y ge- 
geben, man soll den Berührungspunkt einer durch die 
letzte Erzeugende gelegten Ebene mit der Fläche auf 
lineale Weise bestimmen." 

Wird durch die Erzeugende Ydie Ebene ly gelegt, so'schncidet sie die 
Regelfläche in einem Kegelschnitte C^y von welchem man leicht fünf 
Punkte auffinden kann. Erstlich ist der Schnittpunkt {D F) von D und 
¥ ein Punkt dieses Kegelschnittes und femer schneidet jede der vier 
übrigen Erzeugenden üy V, fFyX die Ebene rj in den resp. Punkten 
{UtjD, ( Vri), {Wri)j {Ä7f)y welche dem Kegelschnitte 6^2^^^^^^^^ müssen. 
Da nun der zweite Schnittpunkt y der Erzeugenden F mit diesem 
Kegelschnitte der gesuchte Berührungspunkt ist, so haben wir die 
Lösung unserer Aufgabe auf die Bestimmung des Schnittpunktes 
einer durch einen von fünf gegebenen Punkten eines Kegelschnittes 
gehenden Geraden {F) mit diesem Kegelschnitte zurückgeführt. Dieser 
Schnittpunkt y kann mittelst des PascaFschen Satzes lineal construirt 
werden, worauf hier bloss verwiesen sein mag. 

Es ergibt sich aus dieser Construction sofort die Doppelver- 
hältnis sgleichheit des Tangentialebenenbüsehels durch eine Erzeugende 



^J Vergl. Cremona SuUe superficie gobbe, in den Atti pag. 296, 
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und der entsprechenden Reihe der Berührungspunkte; es folgt dies 
aber noch einfacher für alle Regelflächen im Allgemeinen bekannt- 
lich aus der Betrachtung einer die Regelfläche längs einer Erzeugen- 
den berührender Fläche zweiten Grades (Hyperboloid oder hyper- 
bolisches Paraboloid); was wir hier nur nebenbei bemerken. 

Kehren wir zu unserer Tangentialebene rj, ihrem Berührungs- 
punkt y und dem in ihr liegenden Kegelschnitte C^ der Fläche zu- 
• rück. Die durch y gehende Erzeugende F repräsentirt die. eine In- 
flexionstangente der Fläche im Punkte y, während die Tangente von 
C2 im Punkte y die zweite Inflexionstangente vorstellt. 

Da nun durch jeden Punkt der Fläche eine reelle Erzeugende 
gelegt werden kann und ebenso ein reeller Kegelschnitt; dessen Ebene 
die Fläche im betreffenden Punkte berührt, so erkennen wir, dass 
alle Punkte der Fläche hyperbolisch sind. Offenbar gilt dies von 
den Regelflächen überhaupt. 

Wir haben gesehen, dass, und in welchem Punkte eine durch 
eine Erzeugende gelegte Ebene unsere Regelfläche F^ dritter Ordnung 
berührt. 

Wenn man nun durch die einfache Leitlinie S der Fläche eine 
Ebene legt, so schneidet diese die Fläche, wie gezeigt wurde, in 
zwei Erzeugenden, welche durch einen und denselben Punkt der 
Doppellinie D hindurchgehen; es sind dies die beiden Geraden, in 
welchen die erwähnte Ebene von den beiden ihr entsprechenden 
Ebenen des zweideutigen Büschels D geschnitten wird. Eine solche 
durch S gelegte Ebene schneidet demnach die Regelfläche in drei 
Geraden oder in einer Curve dritter Ordnung mit drei Doppel- 
punkten. Wenn wir den auf der Doppellinie JD liegenden Doppel- 
punkt wegwerfen, so erübrigen noch zwei auf der einfachen Leit- 
linie S liegenden Doppelpunkte, welches die Schnittpunkte dieser 
Leitlinie mit den beiden in der erwähnten Ebene liegenden Erzeu- 
genden der Fläche sind. Eine solche, durch S gehende Ebene be- 
rührt somit die Fläche" in zwei Punkten, sie ist eine Doppeltangen- 
tenebene der Fläche. 

„Jede durch die einfache Leitlinie S gelegte Ebene 
ist eine Doppeltangentenebene der Fläche F^*^ die Be- 
rührungspunkte sind die beiden Schnittpunkte von 
S mit den in der Tangentenebene gelegenen zwei Erzeu- 
genden der Fläche." 

Man sieht unmittelbar ein, dass die beiden Berührungspunkte 
einer solchen Doppel tangentenebene diejenigen zwei Punkte der zwei- 
deutigen, die Fläche erzeugenden Punktreihe auf S sind, welche dem 
Schnittpunkte der Doppellinie D mit der Doppeltangentenebene ent- 
sprechen. 
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Wir erhalten daher sofort den Satz: 

„Die Berührungspunktepaare der durch S gelegten 
Ebenen mit der Fläche bilden eine quadratische Involu- 
tion; nämlich dieselbe Involution wie die auf S gelegene 
die iTläche F.^ erzeugende zweideutige Reihe." 

Wir erhalten in dieser Art auf S ein Ebenenbüschel und eine 
zweideutige Punktreihe, welche Gebilde in ein -zwei -deutiger Be- 
ziehung sind. 

Betrachten wir nun solche Ebenen, welche durch die Doppel- 
linie B hindurchgehen. Jede solche Ebene schneidet die Regelfläche 
in einer einzigen Erzeugenden und* berührt daher die Fläche auch nur 
ein einzigesmal, nämlich in ihrem Schnittpunkte mit der Doppellinie B, 
Nun gehen aber durch jeden Punkt der Doppellinie B zwei Erzeugende, 
welche ihn mit seinen beiden entsprechenden Punkten der zweideutigen 
Reihe auf S verbinden. Es lassen sich also in jedem Punkte der 
Doppellinie B zwei Tangenteneberien der Fläche construiren. 

„Jeder Punkt der Doppellinie B einer Regelfläche 
dritter Ordnung besitzt zwei Tangentenebenen, nämlich 
jene, welche durch die Doppellinie und die beiden sich 
in dem betrachteten Punkte schneidenden Erzeugenden 
hindurcbgelegt werden können." 

Diese zwei Tangentenebenen sind aber nichts anderes, als das 
Ebenenpaar des zweideutigen, die Regelfläche erzeugenden Ebenen- 
büschels y>, welches der durch den Berührungspunkt gehenden Ebene 
des eindeutigen Büschels S entspricht. Demnach der Satz: 

„Die den einzelnen Punkten der Doppellinie B einer 
Regelfläche dritter Ordnung entsprechenden Tangenten- 
ebenenpaare bilden eine quadratische Involution*, näm- 
lich dieselbe Involution wie das, die Fläche erzeugende 
zweideutige Büschel 2>." 

Also auch hier erhalten wir auf der Geraden B zwei eifi- zwei- 
deutige Gebilde": Eine eindeutige Punktreihe und ein zweideutiges 
Ebenenbüschel. 

Man überblickt sofort, dass die beiden ein -zwei- deutigen Gebilde 
auf B und jene auf S perspectivisch liegen. In der That sind sie 
ja nur gebildet von den ein-zwei-deutigen Punktreihen und Ebenen- 
büscheln, welche die Regelfläche F^ erzeugen. 

20. In Art. 18. zeigten wir, dass, um den einer Regelfläche aus 
einem Punkte umschriebenen Kegel zu construiren, man nur durch 
diesen Punkt und die einzelnen Erzeugenden der Regelfläche Ebenen 
zu legen brauche, welche den fraglichen Kegel umhüllen. 

Um also den unserer Fläche /'g aus einem willkürlichen Punkte 
des Raumes umschriebenen Kegel zu erhalten, haben wir für diesen 
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Punkt und unsere Fläche die angegebene Construction durchzuführen. 
Denkt man sich nun die Eegelfläche durch die ein - zwei - deutigen 
Punktreihen auf D und S erzeugt, so wird offenbar eine durch den 
angenommenen Kegelscheitel und eine Erzeugende gelegte Ebene 
eine solche sein, welche durch den Kegelscheitel und ein Paar ent- 
sprechender Punkte der beiden Reihen hindurchgeht. 

Alle Ebenen, welche durch einen festen Punkt und entsprechende 
Punkte zweier ein - zwei - deutiger Punktreihen gelegt werden, um- 
hüllen nun nach Art. 2. einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, 
welcher die durch die eindeutige Reihe und den Punkt gelegte 
Ebene einfach, und die durch den Punkt und die zweideutige Reihe 
gelegte Ebene doppelt berührt." Wir erhalten daher den Satz: 

„Der einer Regelfläche dritter Ordnung aus einem 
Punkte umschriebene Kegel ist von der vierten Ordnung. 
Die durch den Scheitel und die Doppellinie gelegte 
Ebene ist eine einfache Tangentenebene des Kegels, 
während die durch den Scheitel und die einfache Leit- 
linie gelegte Ebene eine Doppeltangentenebene des Ke- 
gels ist." 

Im Artikel 2. haben wir gleichzeitig gezeigt, dass, wenn der 
Punkt, den man mit je zwei entsprechenden Punkten zweier ein- 
zwei-deutigen Reihen durch eine Ebene verbindet, auf der Verbin- 
dungslinie zweier entsprechender Punkte beider Reihen liegt, der 
durch solche Ebenen umhüllte Kegel nur vom zweiten Grade ist. 
Daher : 

„Der einer Regelfläche dritter Ordnung aus einem 
ihrer Punkte umschriebene Kegel ist vom zweiten Grade." 

21. Betrachten wir den der Regelfläche F^ dritter Ordnung, 
welche die geraden Leitlinien i>, S besitzt, aus einem beliebigen 
Punkte s des Raumes umschriebenen Kegel K^ etwas näher. 

Die Tangentenebenen dieses Kegels entstehen dadurch, dass 
man durch den Punkt s und jede Erzeugende der Regelfläche eine 
Ebene legt. Es liegt somit jede Erzeugende der Fläche in einer 
Tangentenebene des Kegels und berührt somit den Kegel. Die ein- 
fache Leitlinie S liegt in der Doppeltangentenebene äes Kegels und 
D in einer einfachen Tangentenebene. Wir erhalten dahfer für jede 
Erzeugende der Regelfläche F^ folgende Bedingungen : Sie schneidet 
die den Kegel K^^ einfach berührende Gerade D und die ihn doppelt 
berührende Gerade S und berührt selbst den Kegel. Diess gibt fol- 
gende Erzeugungsart einer Regelfläche dritter Ordnung: 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie fortwährend 
einen Kegel K^'^ dritter Classe vierter Ordnung berührt, 
während sie eine den Kegel einfach und eine andere den 
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Kegel doppelt berührende Gerade schneidet, so be- 
schreibt sie eine Regelfläche dritter Ordnung. Die den 
Kegel doppelt berührende Leitgerade ist die einfache 
Leitlinie und die ihn einfach berührende ist die Doppel- 
linie der Regelfläche/* ' 

In jeder Tangentenebene des Kegels K^^ liegt eine Erzeugende 
der Regelfläche und ebenso liegt in jeder durch die Doppellinie D 
gehenden Ebene eine Erzeugende der Fläche. Lässt man sich die 
Tangentenebene von K,^^ und die durch D gelegte Ebene, welche 
sich in einer Erzeugenden schneiden, entsprechen, so erhält man 
ein Ebenenbüschel und ein ihm projectivisches Tangentenebenen- 
system des Kegels K^^, 

Legt man durch die Doppellinie D irgend eine Ebene 5, , welche 
die einfache Leitlinie S in dem Punkte x^ schneidet, und legt durch 
diesen Punkt an den Kegel K^^ die einzig mögliche Tangentenebene 
1'^ (a:rj liegt nämlich auf der Doppelebene des Kegels), so sind 5i 
5'j zwei entsprechende Ebenen der beiden erwähnten Ebenensysteme. 
Diese beiden projectivischen Ebenensysteme sind insofern von be- 
sonderer Natur, als die Tangentenebene des Kegels, in welcher D 
liegt, sich selbst entspricht. 

Man erhält damit folgende Erzeugungsart der Fläche: 

Wenndurch eine Gerade i), welche einen Kegel dritter 
Classe vierter Ordnung einfach berührt, ein Ebenen bü sehe 1 
bestimmt wird, welches zu einem Tangentenebenen- 
system des Kegels derart proje^ctivisch ist, dass sich die 
Tangentenebene des Kegels, in welcher D liegt, selbst 
entspricht, so erfüllen die Schnittlinien entsprechender 
Ebenen beider Systeme eine Regel fläche dritter Ordnung, 
welche ini>die Doppellinie hat und welche demKegel ein- 
geschrieben ist.'^ * 

Jede durch die einfache Leitlinie iS gelegte Ebene vi triift die 
Doppellinie D in einem Punkte y, von dem aus an den Kegel K^^ 
(weil y in einer einfachen Tangentenebene des Kegels liegt) zwei 
Tangentenebenen i?i , 1^2 g^^^g* werden können, welche ly in zwei Er- 
zeugenden der Regelfläche schneiden werden. Lässt man nun der 
Ebene iy das Ebenenpaar i^p ly.^ entsprechen, so erhält man zwei ein- 
zwei-deutige Ebenensysteme, und zwar das eindeutige als ein Ebenen- 
büschel mit der Axe S und das zweideutige als ein System der Tan- 
gentenebenen des Kegels A'g*. 

Diese beiden Ebenensysteme sind abermals besonderer Natur, 
weil der Doppeltangentenebene des Kegels, wenn man sie zu dem 
Ebenenbüschel rechnet, ihre beiden Nachbartangentenebenen am 
am Kegel entsprechen, indem die in ihr Jiegenden Erzeugenden diese 
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entsprechenden Ebenen bestimmen. Je zwei einer Ebene des Ebe- 
nenbüschels entsprechenden Ebenen des K^els schneiden sich in einer 
festen Ebene, nämlich in der Ebene {s D), Die Ebeneninvolution, 
welche das zweideutige Tangentenebenensystem am Kegel K^^ bildet, 
ist also besonderer Art, welche wir als eine Involution mit geradem 
Durchschnitt bezeichnet haben (siehe Art. 12 des 2. Theiles): 

„Berührt eijie feste Gerade S einen Kegel dritter 
Classe vierter Ordnung doppelt und ist sie der Träger 
eines eindeutigen Ebenenbüschels, welchem ein zwei -deu- 
tiges, eine Involution mit geradem Durchschnitt bilden- 
des Tangentenebenensystem des Kegels derart zugeord- 
net ist, dass sich die Doppeltangentenebene des Kegels 
selbst beidemal entspricht, so erfüllen die Schnittlinien 
entsprechender Ebenen eine Regelfläche dritter Ordnung, 
für welche die Axe des Ebenenbüschels die einfache 
Leitlinie ist." 

22. Wie bewiesen wurde, wird der einer Regelfläche umschrie- 
bene Kegel vom zweiten Grade, Avenn sein Scheitel auf der Fläche 
liegt*. Sei also s der auf der Fläche F^ liegende Scheitel des der 
Fläche umschriebenen Kegels K^ zweiten Grades. Während nun 
nach Früherem die durch seinen Scheitel s und die Doppellinie D der 
Fläche gelegte Ebene keine Tangentenebene des Kegels Ä'j mehr ist, 
berührt der Kegel die durch s und die einfache Leitlinie S gelegte 
Ebene. Somit: 

„Alle einerRegelfläche dritten Grades umschriebenen 
K^geJ zweiten Grades berühren die einfache Leitlinie der 
Fläche." 

Gleichzeitig erhalten wir folgende Entstehungsart der Fläche: 

„Sind D und S zwei windschiefe Gerade und K^ eine 
die letztere berührende Kegelfläche zweiten Grades, so 
beschreibt eine Gerade, welche D und S fortwährend 
schneidet, während sie die Kegelfläche K^ berührt, eine 
Regelfläche, welche D zur Doppellinie und S zur Leit- 
linie besitzt." 

Wir wissen, dass durch jede Gerade des Raumes sich an die 
Regelfläche drei Tangentenebenen legen lassen*, ziehen wir nun durch 
einen Punkt p der Fläche, welchem die Erzeugende P und der der 
Fläche umschriebene Kegel K^ zweiten Grades entspricht, eine 
beliebige Gerade G, so sind die drei durch G an dio Fläche gehen- 
den Ebenen die folgenden : Die durch G und P gelegte Ebene und 
dann die beiden durch P an den Kegel K^ gehenden Ebenen. 

Nehmen wir nun zwei Punkte p, p der Regelfläche, welchen 
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Punkten die Erzeugenden P, P' und die der Fläche umschriebenen 
Kegel Ä^j, K^) zweiten Grades Entsprechen und fragen wir nach den 
durch die Verbindungslinie pp = G an die Regelfläche gehenden 
drei Tangentialebenen. 

Wir erhalten diese drei Tangentenebenen in doppelter Weise, 
je nachdem wir den einen oder den anderen der beiden Punkte zu 
deren Construction verwenden. Da sich nun keine zwei Erzeugen- 
den der Fläche schneiden, also nicht in einer und derselben Ebene 
liegen können, so ist klar, dass die Ebene (GP) eine Tangenten- 
ebene des Kegels K^ und die Ebene (ßP) eine Tangentenebene 
des Kegels K^ sein muss; die dritte durch G gehenden Tangenten- 
ebene der Fläche ist somit die ausser {GP) auftretende durch G 
gehende Tangentenebene des Kegels K2 oder die ausser {GP') auf- 
tretende, durch G gehende Tangentenebene des Kegels K^- ^^ 
werden also die beiden Kegel K^ und K^ diese dritte Tangenten- 
ebene zur gemeinschaftlichen Tangentenebene besitzen. Dies gibt 
den Satz: 

„Je zwei einer Regelfläche dritter Ordnung umschrie- 
benen Kegel zweiten Grades haben eine gemeinschaft- 
liche Tangentenebene.*" 

Da femer jeder einer Regelfläche dritter Ordnung umschriebene 
Kegel zweiten Grades von allen Erzeugenden der Fläche berührt 
wird, so erhalten wir folgende Erzeugungsart der Regelfläche: 

„Wenn zwei Kegel zweiten Grades eine gemeinschaft- 
liche Tangentenebene besitzen und beide eine feste Ge- 
rade 5 berühren, so beschreibt eine Gerade, welche beide 
Kegel berührt und S schneidet, eine Regelfläche dritter 
Ordnung, welche S zur einfachen Leitlinie hat und den 
beiden Kegeln eingeschrieben ist." 

Betrachten wir die beiden geraden Leitlinien D und S und einen 
der Regelfläche umschriebenen Kegel K^ zweiten Grades, welcher 
dann, wie gezeigt wurde, die einfache Leitlinie S berühren muss. 
Diesen Kegel K2 kann man nun leicht wieder umgekehrt zur Be- 
stimmung der beiden die Regelfläche erzeugenden einzweideutigen 
Punktreihen auf D und S verwenden. Jede Erzeugende der Fläche 
berührt den Kegel K^ und schneidet D und S in einem Paare ent-' 
sprechender Punkte beider Reihen. 

Um nun zu einem Punkte p der eindeutigen Reihe das ent- 
sprechende Punktepaar der zweideutigen Reihe S zu erhalten, lege 
man von p an den Kegel die beiden Tangentenebenen n^, ^2, welche 
die Leitlinie S in den beiden dem p entsprechenden Punkten p^ , p^ 
schneiden werden. Oflfenbar sind Aximpp^ypp^ zwei Erzeugende der 
Fläche, da sie S und D schneiden und (weil in Tangentenebenen 
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von K^ liegend) den Kegel K^ berühren. Durch jeden Punkt von S 
geht dagegen nur eine Bertihrungsebene an den Kegel iTj, weil der 
Punkt (als auf der Kegeltangente S liegend) in einer festen Tan- 
gentenebene des Kegels liegt. 

Der Kegel K^ wird die eindeutige Reihe B in zwei Punkten 
schneiden, von denen sich an ihn nur zwei zusammenfallende Tan- 
gehtenebenen legen lassen werden, denen also auf S zwei zusammen- 
fallende Punkte entsprechen werden. Die beiden Sghnittpunkte von 
K^ und S sind also nichts anderes als die Verzweigungspunkte der 
eindeutigen Weise. Daher: 

„Alle einer Regelfläche dritter Ordnung umschrie- 
benen Kegel zweiten Grades schneiden die Doppellinie 
der Fläche in denselben zwei Punkten — den Verzwei- 
gungspunkten der eindeutigen die Fläche erzeugenden 
Punktreihe/^ 

Da die Tangentenebenen eines jeden solchen Kegels in den bei- 
den Verzweigungspunkten durch die entsprechenden Doppelpunkte 
der zweidentigen Reihe auf S hindurchgehen müssen, so erhalten 
wir den Satz: 

„Die Berührungsebenen aller einer Regelfäche drit- 
ter Ordnung umschriebenen Kegel zweiten Grades in den 
Verzweigungs punkten von/?gehen durch die Verbindungs- 
linien dieser Verzweigungspunkte mit den ihnen resp. 
entsprechenden Doppelpunkten der zweideutigen die 
Fläche erzeugenden Reihe auf S}^ 

Da jede Erzeugende der Regelfläche einen der Fläche umschrie- 
benen Kegel zweiten Grades berührt und in einer durch die doppelte 
Leitlinie B gehenden Ebene liegt, so bestimmt die Gesammtheit 
der Erzeugenden auf dem Kegel ein Tangentenebenensystem, welches 
projectivisch. ist mit dem durch dasselbe Erzeugendensystem und 
durch B bestimmten Ebenenbüschel. Diess gibt folgende Entstehungs- 
weise der Regelfläche: 

„Ein Ebenenbüschel und ein ihm projectivisches 
Tangentenebenensystem eines Kegels zweiten Grades er- 
zeugen eine Regelfläche dritter Ordnung, für welche die 
Axe des Biischels die Doppellinie ist/^ 

Betrachtet man zwei der Regelfläche F^ aus zwei ihrer Punkte 
/7,,jP2 umschriebene Kegel K^ K^y so werden die Tangentialebenen bei- 
der Kegel mittelst der Erzeugenden der Regelfläche projectivisch 
auf einander bezogen. Zwei von den Tangentialebenen sind als 
entsprechend anzusehen, wenn sie durch eine und dieselbe Erzeu- 
gende der Regelfläche hindurchgehen. Beide Kegel haben eine ge- 
meinsame Tangentialebene, nämlich jene, welche durch p^ p^ und die 
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Erzeugende des dritten Schnittpunktes dieser Geraden hindurchgeht. 
Diese Tangentialebene entspricht sich überdiess selbst in der oben 
angeführten projectivischen Beziehung; umgekehrt können wir fol- 
genden Satz ansprechen: 

„Haben zwei Kegel zweiten Grades eine gemeinschaft- 
liche Tangentialebene und sind ihre Ebenen derart pro- 
jectivisch aufeinander bezogen, dass sich dict gemein- 
schaftliche Ebene selbst entspricht; so schneiden sich 
entsprechende Ebenen in den Erzeugenden einer Regel- 
fläche dritter Ordnung, welche den beiden Kegeln-einge- 
schrieben ist." 

23. Der, der Regelfläche F.^ aus einem ihrer Punkte umschrie- 
bene Kegel zweiten Grades kann vortheilhaftj zur Construction der 
Tangentenebene der Fläche in diesem Punkte verwendet werden. 

Ist nämlich p ein Punkt der Regelfläche und A'j der von ihm 
als Scheitel der Fläche umschriebene Kegel zweiten Grades, femer 
i^die Erzeugende der Fläche, welche durch p hindurchgeht, so sind 
die Tangentialebenen des Kegels die durch den Punkt p und die 
einzelnen Erzeugenden der Fläche gelegten Ebenen. Durch 
die Erzeugende P des Scheitels gehen nun zwei Tangenten- 
ebenen des Kegels ä^^; die eine ist die durch P und die einfache 
Leitlinie S der Fläche gehende Ebene und die zweite ist die Tan- 
gentialebene der Fläche in dem betrachteten Punkte p. Wenn wir 
also die folgende Aufgabe zu lösen hätten: 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist durch die bei- 
den Leitlinien 2>, S und fünf Erzeugende gegeben, man 
soll in einem Punkte der Fläche die Tangentialebene 
construiren," 
so würde folgender Vorgang zu beobachten sein: 

Durch den Punkt, den wir auf einer der gegebenen fünf Erzeugen- 
den liegend annehmen, und durch die einfache Leitlinie S legen wir 
eine Ebene und durch den Punkt und jede der übrigen vier Er- 
zeugenden weitere vier Ebenen, so erhalten wir fünf Ebenen des 
der Fläche aus dem betrachteten Punkte umschriebenen Kegels 
zweiten Grades, von welchen eine, nämlich die erstgenannte durch 
die Erzeugende des Punktes hindurchgeht. Unsere Aufgabe besteht 
nun darin, die zweite durch diese Erzeugende an den Kegel gehende 
Tangentialebene zu construiren, was sehr einfach mit Hülfe des 
Satzes von Brianchon geschehen kann. 

24. Wir haben bisher die Regelflächen dritter Ordnung im All- 
gemeinen betrachtet, wie sie sich uns als Erzeugnisse ein -zwei- 
deutiger Punktreihen oder Ebenenbüschel darboten. Ebenso leiteten 
wir die übrigen Erzeugungsweisen aus diesen beiden Grundarten ab 
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und haben sowohl bei ersteren als auch bei letzteren auf die Singu- 
laritäten der erzeugenden Gebilde wenig oder gar keine Bücksicht 
genommen. 

Indem wir diess in den folgenden Artikeln thun wollen, wer- 
den wir' die Eegelflächen dritter Ordnung einem speciellen Studium 
zu unterwerfen trachten. 

Denken wir uns zunächst die Regelfläche F^ als Erzeugniss 
zweier ein -zwei -deutiger Punktreihen D, 5; wir wissen, dass durch 
jeden Punkt a der eindeutigen Reihe i?, welche gleichzeitig die 
Doppellinie der Fläche ist, zwei Erzeugende derselben hindurch- 
gehen ; es sind diess die beiden* den Punkt a mit dem ihm entspre- 
chenden Punktepaare a^ , öfj ^^^ '^ verbindenden Geraden. 

Wird der Punkt a einer der beiden Vezweigungspunkte v, w 
der eindeutigen Reihe, so fällt das Punktepaar a^, a^ mit einem der 
Doppelpunkte v^^y w^^2^\A der Geraden 5 zusammen ;• 

Daher der Satz : ' 

„Durch, jeden Verzweigungspunkt (?;, lo) der eindeuti- 
gen Reihe gehen zwei zusammenfallende Erzeugende der 
Fläche." 

Wir werden die beiden Yerzweigungspunkte (nach Cremona) 
die Cuspidalpunkte nennen. Es entsprechen somit den Cuspi- 
dalpunkten der Doppellinie D die Doppelpunkte v^^j w^^ auf der ein- 
fachen Leitlinie S, 

Wird die Regelfläche durch zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel 
5, D erzeugt, so liegen in jeder durch S gelegten Ebene « (weil S 
das eindeutige Büschel ist) zwei Erzeugende der Fläche, nämlich die 
Schnittlinien von a mit dem dieser Ebene entsprechenden Ebenen- 
paare «1, «2 dßs zweideutigen Ebenenbüschels D, Wird speciell « 
eine der beiden Verzweigungs ebenen v, o, so wird das entsprechende 
Ebenenpaar in der. betreffenden Doppelebene v^^^ (0]2 zusammenfallen. 

„In jeder Verzweigungsebene (i/o) des eindeutigen 
Ebenenbüschels liegen zwei zusammenfallende Erzeu- 
gende der Fläche." 

Wir wollen daher die beiden Verzweigungsebenen analog als 
die beiden Cuspidalebenen bezeichnen. 

Aus dem Umstände, dass die beiden eine Regelfläche t\ dritter 
Ordnung erzeugenden ein-zwei-deutigen Punktreihen perspectivisch 
liegen mit den, dieselbe Fläche erzeugenden ein-zwei-deutigen Ebenen- 
büscheln, folgt unmittelbar: 

„Die Cuspidalpunkte liegen in den Cuspidalebenen 
und die Doppelpunkte vonÄin den Doppelebenen von/>." 

Wenn also D die Doppellinie und S die einfache Leitlinie der 
Regelfläche t\ ist, so liegen die beiden Cuspidalpunkte i;, w auf/? 
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und ihnen entsprechen auf S die beiden Doppelpunkte Vi2f w^^^ ^^^^ 
Ebenen {ß t;), (5 w) sind dann die Verzweigungsebenen des eindeuti- 
gen Ebenenbüschels oder die Cuspidalebenen v und o, welchen die 
Doppelebenen v^^ = (^^12); ^n == iP'^x^) ^^® zweideutigen Büschels 
entsprechen. 

Jede der beiden Geraden vv^ = (yv^^j ww^^ = (cdoj^) reprä- 
sentirt demgemäss ein Paar von zusammenfallenden Erzeugenden 
der Regelfläche ^ welche wir resp. mit V^^} ^12 bezeichnen wollen 
und welche die ^^singulären Erzeugenden" der Fläche heissen. 

Die beiden in V^^ vereinigten Erzeugenden liegen in der Ver- 
zweigungsebene V und ebenso die in W^^ vereinigten in der Ebene o. 

Jede in einer der beiden Verzweigungsebenen, z. B. in v gezogene 
Gerade G trifft die Regelfläche einmal in der einfachen Leitlinie S 
und dann in zwei unendlich nahen Punkten , nähmlich in jenen ; in 
welchen sie die in der betreffenden Verzweigungsebene liegende 
singulare Erzeugende V^^ schneidet. Es ist also eine solche Gerade 
eine Tangente der Regelfläche, deren Berührungspunkt auf der singu- 
lären Erzeugenden liegt. Daraus schliessen wir jedoch sofort, dass 
die Verzweigungsebene v die Regelfläche längs Aet darin liegenden 
singulären Erzeugenden F,2 berührt. 

„Jede der beiden Verzweigungs(Cuspidal)ebenen v, 
o berührt die Regelfläche längs der in ihr liegenden sin- 
gulären Erzeugenden V^^) ^12 resp." 

Wir haben im Art. 16. einen Satz bewiesen, welcher nur eine 
Folge des vorstehenden Satzes ist. 

Es ist nähmlich klar, dass auf Grund des letztbewiesenen Satzes 
auch der folgende richtig ist: 

„Jede auf der Regelfläche ^3 liegende Curve berührt 
die beiden Cuspidalebenen v, o in den Punkten, in wel- 
chen sie die singulären Erzeugenden Fjj; ^12 schneidet." 

Es folgt dies sofort aus dem Satze, dass die Tangenten einer 
Fläche in einem ihrer Punkte in der Tangentialebene liegen, und 
zugleich die Tangenten der durch diesen Punkt gezogenen Curven 
auf der Fläche sind. • 

Schneidet man unsere Regelfläche F^ durch eine Ebene, so ent- 
steht eine Curve C^ dritter Ordnung. Die schneidende Ebene trifft 
die beiden singulären Erzeugenden in zwei Punkten, welche auch 
der Curve C^^ angehören und deren Tangenten die Schnittlinien der 
Cuspidalebene mit der Curvenebene sind. Nun treffen sich aber die 
Schnittlinie der schneidenden Ebene mit den Cuspidalebenen in einem 
Punkte der einfachen Leitlinie 5, nämlich in jenem, in welchem 
die S die schneidende Ebene durchstösst. Dieser Punkt gehört aber 
ebenfalls der Schnittcurve C^ an, und folglich sind die erwähnten 
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zwei Tangenten jene, welche von diesem Punkte an die Curve C^ 
gelegt werden können. 

^ ;;Der ebene Schnitt einer Regelfläche dritter Ordnung 
ist eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt; 
die beiden von dem auf der einfachen Leitlinie S liegen- 
den Punkte an die Curve gezogenen Tangenten sind die 
Schnittlinien ihrer Ebene mit den beiden Cuspidalebenen 
und die Berührungspunkte dieser Tangenten sind die 
Schnittpunkte derselben mit den singulären Erzeugen- 
den." 

Oder : 

,,Die Schnittpunkte einer Ebene mit den singulären 
Erzeugenden sind conjugirte Punkte der Schnittcurve 
der Ebene mit der Regelfläche. Der Tangentialpunkt der 
beiden Punkte liegt auf der einfachen Leitlinie S." 

Ebenso ergibt sich speciell der in Art. 16. bewiesene Satz, dass 
alle auf der Fläche F^ liegendön Kegelschnitte die beiden Cuspidal- 
ebenen in Punkten der singulären Erzeugenden berühren. 

25. Wir haben schon an einer früheren Stelle erwähnt und be- 
wiesen, dass unsere Regelfläche F^ ebensowohl von der dritten Ord- 
nung als auch von der dritten Classe sei; das heisst, auf jeder be- 
liebigen Geraden liegen drei Punkte der Fläche und es gehen durch 
diese Gerade drei Tangentialebenen derselben; die letztern enthalten 
die drei ersteren und jene gehen durch diese. . 

Es kann nun geschehen, dass auf einer Geraden von den drei 
auf ihr liegenden Punkten zwei zusammenfallen oder dass von den 
drei durch sie gehenden Tangentialebenen zwei zusammenfallen. 
Diese beiden Fälle können ebensowohl von einander getrennt als 
auch beide gleichzeitig auftreten. 

Im letzten Falle wird die betreffende Gerade eine Tangente der 
Fläche. Durch jeden Punkt der Fläche gehen unendlich viele sol- 
cher Geraden nämlich die durch ihn in der Tangentialebene der 
Fläche gezogenen Strahlen. 

Betrachten wir nun diejenigen Fälle, wo nur das Zusammen- 
fallen zweier Punkte oder jenes zweitr Tangentialebenen für sieh 
eintritt. 

Der erste Fall tritt offenbar ^dann ein, wenn die erwähnte Ge- 
rade G mit der Doppellinie D einen Punkt gemeinschaftlich hat; 
denn dann sind in diesem funkte zwei Schnittpunkte der Geraden 
und der Regelfläche vereinigt und eine solche Gerade wird die Fläche 
nur noch in einem einzelnen Punkte schneiden. 

Die durch eine solche, die Doppellinie schneidende Gerade ge- 
henden Tangentialebenen sind jedoch, wie man sich leicht überzeugt, 
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von einander sämmtlieh verschieden. Ist nämlich g^ der Schnitt- 
punkt von G und D^ so werden durch gd zwei Erzeugende der 
Fläche gehen, deren jede mit G eine besondere Tangentialebene t^e- 
stimmt. Die durch den dritten Schnittpunkt von G und F^ gehende 
Ei'zeugende liefert die dritte durch G gehende Tangentialebene. 

Schneidet die Gerade G die einfache Leitlinie S der Regelfläche, 
so ist die durch G und S gehende Ebene eine Doppeltangentenebene 
der tläche, welche in den beiden Punkten von S berührt, welche 
ihrem Schnittpunkte mit D entsprechen. Ferner geht durch den 
Schnittpunkt von G und S eine Erzeugende der Fläche, welche mit 
G die dritte Tangentialebene bestimmt. 

Es fallen hier zwei von den drei Tangentenebenen in die Ebene 
{GS^y aber die drei Schnittpunkte von G mit F^ sind sämmtlieh von 
einander verschieden. Der eine ist der Punkt ifiS^ und die beiden 
anderen sind die Schnitte von G mit den beiden in der Ebene {GS) 
liegenden Erzeugenden. 

Es kann auch eintreffen, dass die Gerade G sowohl die Doppel- 
linie als auch die einfache Leitlinie schneidet; dann werden wohl 
gleichzeitig zwei von ihren Schnittpunkten und zwei von den durch 
sie gehenden Tangentialebenen zusammenfallen, aber die Gerade 
wird doch nicht als eine eigentliche Tangente aufzufassen sein. 

Denn es ist wohl die Ebene [GS) eine doppelt zu zählende Tan- 
gentialebene, aber mit zwei von einander verschiedenen Berührungs- 
punkten (nämlich den beiden dem Punkte {GÜ) entsprechenden Punk- 
ten der zweideutigen Reihe). Ebenso ist der Punkt {Gß) ein doppelt 
zu zählender, welcher aber zwei von einander verschiedene Tangen- 
tialebenen besitzt. 

Eine eigentliche Tangente der Fläche muss die Fläche in zwei 
unendlich nahen Punkten treffen, durch welche zwei unendlich nahe 
Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Wir haben im vorhergehenden Artikel unter den die Gerade S 
schneidenden Geraden solche kennen gelernt, welche eigentliche 
Tangenten waren ; es sind diess die sämmtlichen in den beiden Cus- 
pidalebenen i;, co liegenden Geraden, deren Berührungspunkte auf 
der singulären Erzeugenden* liegen. In derselben Art erkennen wir 
aber, dass sämmtliche durch einen oder den anderen der beiden 
Cuspidalpunkte v, w gezogene Strahlen Tangenten der Fläche sind, 
für welche der Cuspidalpunkt, durch welchen sie hindurchgehen, 
der Berührungspunkt ist. 

Denn geht die Gerade 6? z. B. durch den Cuspidalpunkt v, so 
fallen in diesen (weil er auf D liegt) zwei von den Schnittpunkten 
der G und F^. Da jedoch v ein Verzweigungspunkt ist, so falleiT 
die beiden durch ihn gehenden Erzeugenden der Fläche in die ihn 
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enthaltende singulare Erzeugende t^~ = F^j zusammen; somit fallen 
zwei von den durch G gehenden Tangentialebenen in die Ebene 
{GV^^y deren Berührungspunkt der Cuspidalpunkt i&t. 

Wir gelangen hiermit zu folgendem Ergebniss: 

„Durch jeden Punkt der Regelfläche geht ein Büschel 
von Tangenten der Fläche, welches in der Tangential- 
ebene des Punktes liegt. Durch jeden Punkt der Dop- 
pellinie lassen sich zwei Büschel von Tangenten legen, 
welche in den beiden Tangentialebenen des Punktes 
liegen. 

Jede in den Verzweigungsebenen i/, gj liegende Ge- 
rade ist eine Tangente der Fläche, ihr Berührungspunkt 
liegt auf der in der betreffenden Verzweigungsebene be- 
findlichen singulären Erzeugenden. 

Jede durch einen Cuspidalpunkt v, w gezogene Ge- 
rade ist eine Tangente der Fläche; die durch sie gehende 
Tangentialebene ist jene, welche sie mit der durch den 
Cuspidalpunkt gehenden singulären Erzeugenden ver- 
bindet." 

Aus dem letzten Absätze dieses Theoremes folgt unmittelbar der 
zu dem in Art. 24 entwickelten Satze reciproke Satz: 

„Jede der Regelfläche /'g umschriebene developpable 
Fläche enthält die beiden Cuspidalpunkte v, w\ die zu- 
gehörigen Schmiegungsebenen gehen durch die den Cus- 
pidalpunkt enthaltende singulare Erzeugende/^ 

Speciell : 

„Der der Regelfläche aus irgend einem Punkte um- 
schriebene Kegel K^^ ist von der vierten Classe und ent- 
hält die beiden Cuspidalpunkte r, w\ die vom Scheitel 
nach diesen Punkten gehenden Strahlen sind somit Kan- 
ten des Berührungskegels und deren Berührungsebenen 
gehen durch die den jeweiligen Cuspidalpunkt enthal- 
tende singulare Erzeugende." 

„Jeder der Regelfläche umschriebene Kegel zweiten 
Grades geht durch die beiden Cuspidalpunkte und be- 
rührt daselbst Ebenen, welche durch die singulären Er- 
zeugenden gehen."*) 

Denkt man sich nämlich die im Hauptsatze erwähnte, unserer 
Regelfläche F^ umschriebene developpable Fläche als jene, welche 
gleichzeitig einer anderen Fläche U umschrieben ist, so gehen durch 
jede der beiden unendlich nahen in der singulären Erzeugenden F,2 
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zusammenfaUenden Erzeugenden eine gewisse AnzaU Tangential- 
ebenen der Flache V j welche sich paarweise in Erzeagenden der 
developpablen Flache schneiden. Da aber v als der Schnittpunkt der 
in Ti, vereinigten Erzeugenden der F^ auftritt, .so werden diese 
Erzeugenden der Developpablen durch v hindurchgehen , d. h. r wird 
auf der developpablen Fläche liegen. Zugleich ist damit gezeigt, dass 
die zugehörigen Schmi^ungsebenen (eben die durch F,2 an V ge- 
legten Tangentialebenen) die singulare Erzeugende r,3 enthalten 
müssen. 

26. Wir haben bereits im Art. 19. gesehen, dass jedem Punkte 
der Doppellinie. /> ein Paar von Tangentenebenen zukommt. Alle 
solche Tangentenebenenpaare bilden eine quadratische Ebeneninvo- 
lution und zwar dieselbe, welche im zweideutigen die Kegelfläche 
erzeugenden Ebenenbüschel auftritt Die Ebenen je eines Paares 
haben auf D einen gemeinschaftlichen Berührungspunkt, und man 
erhält die beiden in einem Punkte von D berührenden Ebenen, wenn 
man die durch diesen Punkt gehenden zwei Erzeugenden zieht und 
durch jede von ihnen und durch die Doppellinien eine Ebene legt. 

Man erkennt sofort, dass die beiden Tangentialebenen eines 
Cuspidalpunktes zusammenfallen; denn die beiden durch denselben 
gehenden Erzeugenden der Fläche fallen in die durch ihn gehende 
singulare Erzeugende und folglich werden seine beiden Tangential- 
ebenen in die Ebene fallen, welche durch die Doppellinie i> und die 
den Cuspidalpunkt enthaltende singulare Erzeugende hindurchgeht; 
diess ist aber nichts anderes , als eine Doppelebene des zweideutigen 
Ebenenbüschels. Wir erhalten daher den Äatz: 

„Die Berührungsebenenpaare der Regelfläche F^ in 
den beiden Cuspidalpnnkten fallen zusammen und zwar 
in je eine der beiden Doppelebenen des zweideutigen die 
Fläche erzeugenden Ebenenbüschels.'' 

27. Es ist selbstverständlich, dass die Natur unserer Regel- 
fiäche /*3 ebensowohl von der gegenseitigen Lage als auch von der 
Natur der sie erzeugenden ein-zwei- deutigen Gebilde abhängen wird. 

Während nun der Einfluss der Lage nur als ein zufalliger be- 
trachtet werden muss, ist jener, welcher die innere Natur der er- 
zeugenden Gebilde besitzt, ein wesentlicher und wir wollen uns 
daher nur mit diesem näher bekannt machen. 

In dieser Hinsicht haben wir folgende drei Fälle zu unterscheiden : 
1) das zweideutige Gebilde (Ebenenbüschel oder Punktreihe) ist 
reell;') 2) es ist complex; 3) seine Doppelelemente fallen zusammen. 
Im ersten Falle, wenn also das zweideutige die Fläche erzeugende 
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Gebilde reell ist, wird diess selbstverständlich gleichzeitig bei dem 
zweideutigen Ebenenbüschel D und der zweideutigen Punktreihe S 
der Fall sein, da diese beiden perspectivisch liegen. 

Es wird jedem Punkte von D ein reelles Punktepaar von S ent- 
sprechen, d. h. durch jeden Punkt von D werden zwei reelle Er- 
zeugende der Regelfläehe hindurchgehen und folglich wird in diesem 
Falle die ganze unendliche Gerade D als eigentliche Doppellinie der 
Fläche angehören. Jeder Punkt von D ist ein eigentlicher Doppel- 
punkt. 

„Wird eine Regelfläche dritter Ordnung von zwei 
ein-zwei-deutigen Gebilden erzeugt, von denen das zwei- 
deutige reell ist, so ist die Doppellinie ihrer ganzen un- 
endlichen Ausdehnung nach eine eigentliche Doppellinie 
der Fläche." 

Wir wissen aus dem ^sten Theile, dass im Falle das zweideu- 
tige Gebilde reell ist, die beiden Doppelelemente desselben als auch 
die ihnen entsprechenden Verzweigungselemente des eindeutigen Ge- 
bildes imaginär sind. 

Somit : 

„Besitzt eine Regelfläche F^ eine, ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach eigentliche Doppelgerade, so sind die bei- 
den Cuspidalpunkte als auch die beiden Cuspidalebenen 
imaginär." 

Da bei einer derartigen Regelfläche auch das sie erzeugende 
zweideutige Ebenenbüschel D reell ist, so wird jede durch die ein- 
fache Leitlinie S gelegte Ebene die Fläche in zwei reellen Erzeugen- 
den schneiden, und folglich wird eine solche Ebene die Fläche in 
einem reellen Punktepaare berühren oder eine eigentliche Doppel- 
tangentenebene sein. 

„Bei einer Regelfläche F^y welche eine ihrer ganzen 
Ausdehnung nach eigentliche Doppelgerade besitzt, ist 
jede durch die einfache Leitlinie S gelegte Ebene eine 
eigentliche Doppeltangentenebene der Fläche. Die bei- 
den singulären Erzeugenden ^12, fr^2 sind selbstverständ- 
lich imaginär." 

Betrachten wir einen ebenen Schnitt der Regelfläche F^ im All- 
gemeinen. Ist E die schneidende Ebene, so möge d ihr Schnitt- 
punkt mit D und s jener mit S sein. Wir haben schon früher ge- 
zeigt, dass der ebene Schnitt von F^ eine Curve C/^ dritter Ordnung 
ist, welche in d einen Doppelpunkt und in s einen einfachen Punkt 
besitzt. Wenn cf die durch D und s, und 8 jene durch S und d 
gehende Ebene ist, so werden der letzteren, nämlich tf, da sie zum 
eindeutigen die Fläche erzeugenden Büschel S gehört, zwei Ebenen 

4* 
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d^y ^2 des zweideutigen Büschels J) entsprechen. Diese zwei Ebenen 
schneiden nun € in einem durch d gehenden GeradenpaÄre, welches 
offenbar das Tangentenpaar der Curve C^^ im Doppelpunkte d ist. Denn 
Cj^^ kann durch zwei in € liegende ein - zweideutige Strahlenbüschel 
Sf d erzeugt werden, in welchen dem gemeinsamen Strahle ds eben 
die Strahlen, die auf d^ und dj liegen, entsprechen. Der Ebene a 
des Büschels B entspricht im eindeutigen Büschel S eine Ebene 0^, 
welche s in der Tangente der Curve €^^ im Punkte s schneidet. 

Früher schon zeigten wir, dass die Schnittlinien der Ebene £ 
mit dem Paare v, & der Cuspidal-(Verzweigungs-) ebenen die Tan- 
genten sind, welche man von s an C^^ legen kann, und dass die 
Berührungspunkte dieser Tangenten in den singulären Erzeugenden 
.F,2, ^,2 liegen. 

Ist nun das zweideutige die Regelfläche erzeugende Gebilde reell, 
so werden der Ebene d zwei reelle Ebenen ^^ , d.^ entsprechen und 
daher wird der Doppelpunkt d der Schnittcurve C^^ ein eigentlicher 
Doppelpunkt sein. Dagegen werden die beiden von s an C^^ gehen- 
den Tangenten imaginär werden d. h. 5 wird auf der Schleife der 
Curve C^^ sich befinden. 

„Besitzt eine Regelfläche dritter Ordnung eine, ihrer 
ganzen Ausdehnung nach eigentliche Doppelgerade, so 
wird sie von jeder Ebene in einer Curve mit eigentlichem 
Doppelpunkte geschnitten; der auf der einfachen Leit- 
linie liegende Punkt der Schnittcurve gehört dann immer 
der Curvenschleife an.^' 

Speciell wird also eine jede solche Fläche von der unendlich 
weiten Ebene in einer Curve mit eigentlichem Doppelpunkte ge- 
schnitten. 

Betrachten wir den einer Regelfläche dritter Ordnung aus einem 
Punkte umschriebenen Kegel, Wir wissen, dass derselbe ein Kegel 
dritter Classe ist, der eine durch die einfache Leitlinie S gehende 
Doppelebene besitzt. Sei e sein Scheitel; dann ist {eS) die Doppel- 
tangentenebene des Kegels und die von e nach deren Berührungs- 
punkten mit der Fläche ^3 gehenden Strahlen sind die beiden Be- 
rührungskanten der Doppelebene, Die Ebene (eB) ist eine einfache 
Ebene des Kegels und wird ihn somit, da er von der vierten Ord- 
nung ist, in zwei Kanten schneiden. Diese zwei Kanten sind die 
vom Scheitel e nach den beiden Cuspidalpunkten v, w gezogenen 
Strahlen. (Siehe Art. 25.) Die Tangentialebenen des Kegels in die- 
sen beiden Kanten enthalten die singulare Erzeugende der Fläche, 
welche durch den jeweiligen Cuspidalpunkt hindurchgeht. 

Was die Berührungs kante der Tangentialebene ieß) betrifft, so 
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ist diess der von e nach dem Berührungspunkte dieser Ebene mit 
der Regelfläch^gezogene Strahl. 

Für den Fall , als D in ganzer Ausdehnung eine eigentliche Dop- 
pelgerade ist, ist jede durch S gelegte Ebene eine eigentliche Dop- 
peltangentenebene der Fläche und daher der Satz: 

„Besitzt eine Regelfläche F^ eine, ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach eigentliche Doppelgerade, so ist der aus 
jedem Punkte des Raumes ihr umschriebene Kegel ein 
Kegel dritter Classe mit eigentlicher Doppeltangenten- 
ebene/^ 

Gehen wir nun zu dem Falle über, in welchem das zweideutige 
die Regelfläche erzeugende Gebilde complex ist , d. h. wo es im 
eindeutigen Gebilde eine solche Elementenpartie giebt, welcher im 
zweideutigen Gebilde imaginäre Elementenpaare entsprechen. In 
diesem Falle sind sowohl 'die Verzweigungselemente als auch die 
Doppelelemente reell. 

Betrachten wir zunächst die Regelfläche ^3 als Erzeugniss zweier 
einzweideutigen Punktreihen />, 5, von denen die zweideutige S com- 
plex ist. Die beiden Verzweigungspunkte Vy w der eindeutigen Reihe 
d. h. die beiden Cuspidalpunkte der Fläche sind reell und theilen 
die ganze Doppelgerade G in zwei Abschnitte, den reellen Theil und 
den imaginären Theil derselben. *) 

Jedem Punkte des reellen Theiles der Doppelgeraden entspricht 
ein reelles Punktepaar der einfachen Leitlinie 5, oder durch jeden 
Punkt des reellen Theiles der Doppelgeraden geht ein Paar reeller Er- 
zeugenden der Fläche. Es wird somit jeder Punkt der Doppelgeraden, 
welcher dem rollen Theil angehört, ein eigentlicher Doppelpunkt der 
Fläche sein. 

Dagegen entspricht jedem Punkte des imaginären Theiles der 
eindeutigen Reihe D ein imaginäres Punktepaar der zweideutigen 
Reihe, folglich werden die beiden durch den Punkt gehenden Er- 
zeugenden der Fläche ebenfalls imaginär sein und somit wird ein 
solcher Punkt ein isolirter Doppelpunkt der Fläche sein. 

Die beiden Cuspidalpunkte «;, w trennen daher die Doppelgerade 
in zwei Abschnitte, von denen der eine lauter eigentliche, und der 
andere lauter isolirte Doppelpunkte der Fläche enthält. 

Es wird «omit der reelle Theil der eindeutigen Reihe D als ein 
solcher Theil der Doppelgeraden zu betrachten sein, in welchem sie 
eine eigentliche Doppelgerade ist; im imaginären Theile von D ist 
die Doppelgerade eine isolirte oder ideelle. 

„Wird eine Regelfläche dritter Ordnung von zwei 
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ein-zwei-deutigen Gebilden erzeugt, von denen das zwei- 
deutige complex ist, so ist die Doppelgera^c nur längs 
eines begrenzten (endlichen oder unendlichen) Theil es eine 
eigentliche Doppelgerade, während sie längs des übrigen 
Theiles nur eine ideelle Doppellinie ist. Die Grenzen 
beider Theile bilden die reellen Cuspidalpunkte v, w der 
Fläche." 

Wir wollen den reellen Theil der eindeutigen Reihe D d. h. also 
jenen, längs dessen /> eine eigentliche Doppellinie ist, kurz mit Br 
und den übrigen imaginären Theil mit />, bezeichnen. Die Punkte 
t;,z«;sind die Grenzen der beiden Theile Dr^ A*. Beide Theile zu- 
sammen bilden die unbegrenzte Gerade Z>, woraus folgt, dass einer 
von ihnen im Allgemeinen eine endliche und der andere eine unend- 
liche Ausdehnung haben müsse. Der erstere wird dann von der 
Strecke vw gebildet, während der zweite aus den beiden von v und 
w ins Unendliche verlaufenden und im Unendlichen sich an einander 
schliessenden Abschnitten von J) besteht. Wenn jedoch einer der 
Cuspidalpunkte ins Unendliche fällt, so wird jeder der beiden Theile 
von D einseitig unendlich werden. 

Durch jeden Punkt von Dr gehen zwei reelle Erzeugende, welche 
mit i? zwei Ebenen — die Tangentialebenen des Punktes — bestimmen, 
welche also ebenfalls reell sind. Für jeden Punkt von Dt werden 
beide Erzeugenden und daher auch seine zwei Tangentialebenen 
imaginär. Für die Cuspidalpunkte t;, w fallen erstere und letztere 
zusammen. 

„Eine Regelfläche mit reellen Cuspidalpunkten be- 
sitzt in jedem Punkte des eigentlichen Theiles Dr der 
Doppelgeraden ein Paar reeller Tangentialebenen und in 
jedem Punkte des ideellen Theiles i>, der Doppelgeraden 
ein Paar imaginärer Tangentialebenen. In den Cuspidal- 
punkten fallen beide Tangentialebenen der Fläche zu- 
sammen." 

Wenn man eine Regelfläche dritter Ordnung mit reellen Cuspidal- 
punkten durch zwei ein -zwei -deutige Ebenenbüschel erzeugt, so 
wird das zweideutige Büschel D complex sein und seine beiden 
Doppelebenen v,2, (o^^ sind die Tangentialebenen der Fläche in den 
beiden Cuspidalpunkten Vy w. 

Das eindeutige Büschel S wird durch die Verzweigungs-*(Cus- 
pidal-) ebenen r, gj in zwei Theile, den reellen und den imaginären 
Theil getheilt. Jeder Ebene des ersten entspricht ein reelles Paar 
von Ebenen des zweideutigen Büschels Dy weshalb jede Ebene des 
. reellen Theils des eindeutigen Büschels die Regelfläche in zwei 
reellen Geraden schneidet und folglich auch in »wei reellen Punkten 
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berührt. Einer Ebene des imaginären Theiles des eindeutigen Ebenen- 
büschels entspricht dagegen ein Paar imaginärer Ebenen des zwei- 
deutigen Büschels; eine solche Ebene schneidet die Regelfläche in 
einem Paar imaginärer Geraden und berührt sie daher in zwei ima- 
ginären Punkten : 

„Besitzt eine ßegelfläche dritter Ordnung reelle 
Cuspidalpunkte, so th eilen die Cuspidal ebenen den vollen 
Winkel an der einfachen Leitlinie in zwei Winkelräume 
derart, dass jede Ebene des einen eine eigentliche und 
jedeEbenedeszweiten eine ideelle Doppelt an gentenebeue 
der Fläche ist. Wir nennen diese Theile den reellen und 
den imaginären Theil des eindeutigen Ebenenbüschels 
S und bezeichnen sie resp. mit -S,. und 5,." 

Die Cuspidalebenen selbst schneiden die Fläche in zusammen- 
fallenden Erzeugenden — den singulären Erzeugenden und berühren 
die Fläche längs dieser Geraden. 

Schneidet man eine Regelfläche F-^ mit reellen Cuspidalpunkten 
mit einer Ebene £, so wird ebensowohl eine Curve mit eigentlichem, 
als auch eine solche mit isolirtem Doppelpunkte entstehen können. 

Der Doppelpunkt d der Schnittcurve ist nämlich der Schnitt- 
punkt der Ebene £ mit der Doppelgeraden D, Ist nun d ein eigent- 
licher Doppelpunkt der Fläche , so wird er auch ein eigentlicher 
Doppelpunkt der Schnittcurve sein, und ist er ein isolirter Punkt der 
Fläche, so ist er diess ebenso für die Schnittcurve. Daher der Satz : 

„Eine Ebene, welche die Doppellinie in ihrem eigent- 
lichen Theile Br schneidet, schneidet die Regelfläche in 
einer Curve dritter Ordnung mit eigentlichem Doppel- 
punkte. Eine Ebene, welche die Doppellinie in ihrem 
ideellen Theil A schneidet, schneidet die Regelfläche in 
einer Curve dritter Ordnung mit isolirtem Doppelpunkte. 

Wie uns schon bekannt ist, schneidet die Ebene £ die einfache 
Leitlinie S in einem Punkte s und die Cuspidalebenen v, ca in den 
beiden von s an die Schnittcurve gehenden Tangenten, welche daher 
in diesem Falle immer reell sind. 

Hieraus folgt, dass wenn die Schnittcurve einen eigentlichen 
Doppelpunkt besitzt, der Punkt s nie auf der Schleife liegen wird. 
Specielle Lagen der schneidenden Ebene werden wir im nächsten 
Artikel kennen lernen. 

Der aus einem Punkte e einer Regelfläche F^ mit reellen Cus- 
pidalpunkten umschriebene Kegel ist von der dritten Classe und 
k%nn ebensowohl eine eigentliche als auch eine ideelle Doppeltan- 
gentialebene besitzen. Liegt nämlich der Scheitel e im reellen 
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Theile des eindeutigen Ebenenbüschels S^), so ist {eS) eine eigent- 
liche Doppeltangentenebene der Regelfläche und folglich auch eine 
eigentliche Doppeltangentialebene des umschriebenen Kegels. Wenn 
dagegen e im imaginären Theile des eindeutigen Ebenenbüschels 
liegt; so wird (e S) eine ideelle Doppeltangentenebene des Kegels sein. 

„Der einer Regelfläche dritter Ordnung mit reellen 
Cuspidalpunkten aus einem Punkte umschriebene Kegel 
besitzt eine eigentliche oder eine ideelle Doppeltangen- 
tenebene, je nachdem der Scheitel im reellen oder im 
imaginären Theile des eindeutigen Ebenenbüschels S 
liegt." 

Die beiden Verzweigungsebenen v, co trennen demnach isolche 
Punkte, für die der Kegel eine eigentliche Doppeltangentenebene be- 
sitzt, von solchen, für welche diese Ebene eine ideelle ist. 

Wir haben nun auch des Falles Erwähnung zu thun, wenn die 
beiden Doppelpunkte der zweideutigen Reihe auf S und demgemäss 
auch die beiden Verzweigungspunkte der eindeutigen Reihe auf D 
zusammenfallen. 

Ist diess der Fall, so wissen wir aus den Entwickelungen des 
L Theiles, dass die beiden Punktreihen nicht mehr ein -zwei -deutig, 
sondern projectivisch werd en; ihr Erzeugniss wird daher nicht mehr 
eine Regelfläche dritter Ordnung, sondern eine von der zweiten 
Ordnung, also im Allgemeinen ein Hyperboloid werden: 

„Fallen die beiden Cuspidalpunkte einer Regelfläche 
dritter Ordnung zusammen, so degenerirt sie in ein ein- 
schaliges Hyperboloid. 

28. Legt man in einem Punkte einer willkürlichen Fläche die 
Tangentialebene an dieselbe und dann eine willkürliche Ebene, so 
wird letztere die Fläche in einer Curve und die Tangentenebene in 
einer Geraden schneiden, welche offenbar die Tangente der Curve 
in dem betrachteten Punkte sein wird. Hieraus folgt nun unmittel- 
bar Folgendes. 

Wenn man in einem Punkte d der Doppellinie ß einer Regel- 
fläche F2 dritter Ordnung an die Fläche die beiden Tangentenebenen 
*i; *2 1®S*^) ^^^ ferner durch diesen Punkt eine beliebige weitere 
Transversalebene €, so wird diese die Fläche in ein^r Curve C/ 
(welche in d einen Doppelpunkt besitzt) und die beiden Tangential- 
ebenen in zwei Geraden 6^,, G2 schneiden, welche offenbar die Tan- 



*) Das heisst, wenn die durch e und S gelegte Ebene dem reellen Theile 
des eindeutigen Ebenenbüschels angehört. 

*) Es sind diess die durch D und die beiden in d sich schneidenden Erzeu- 
genden gelegten Ebenen. 
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genten der Curve C^^ im Doppelpunkte d sein werden. Ist der 
Punkt d einer der beiden Cuspidalpunkte v oder iVy m fallen seine 
beiden Tangentenebenen in die betreffende Doppelebene i/,., o4er 0,2 
und somit fallen die beiden Tangenten 6^,, G^ des Doppelpunktes in 
die Schnittlinie der Transversalebene s mit der betreflfenden Doppel- 
ebene 1/^3 ^der «12. 

Wir erhalten daher den Satz: 

,;Legt man durch einen Cuspidalpunkt der Fläche F^ 
eine Ebene £, so schneidet diese die Fläche in einer Curve 
Cg^ dritter Ordnung, für welche der Cuspidalpunkt eine 
Spitze ist. Die Tangente der Spitze ist die Schnittlinie 
der Ebene b mit der, die Fläche JF'g im Cuspidalpunkt be- 
rührenden Ebene." 

Ist die Tangentialebene einer willkürlichen Fläche mit dem Be- 
rührungspunkte t und nimmt man in einen willkürlichen Punkt e 
an, so wird dieser mit t eine Gerade et und mit der Fläche einen 
dieser umschriebenen Kegel bestimmen und es ist nicht schwer einzu- 
sehen, das die Gerade e^ eine Kante dieses Berührungskegels sein wird. 

Legt man nun durch die einfache Leitlinie S unserer Regelfläche 
F^ eine willkürliche Ebene 0, so wird diese bekanntlich eine Dop- 
peltangentenebenfe sein und wird -^3 in jenen zwei Punkten /j, ^2 be- 
rühren, in welchen S von den beiden in liegenden Erzeugenden 
der Fläche geschnitten wird. Ein aus dem in beliebig angenom- 
menen Punkte e der Regelfläche umschriebener Kegel K-^^ wird 
zur Doppeltangentenebene besitzen und von ihr in den beiden von 
e nach ^, und t^ gehenden Strahlen berührt werden. 

Ist nun eine der beiden Verzweigungs - (Cuspidal-) ebenen v 
oder G) des eindeutigen Ebenenbüschels S, so fallen die in befind- 
lichen Erzeugenden der Fläche in die in liegende singulare Er- 
zeugende r,2 oder ^,2 ^^^ folglich wird das Punktepaar /,, /j ^^ 
den Doppelpunkt v^^ ^^^^ ^12 ^®^ zweideutigen Reihe S fallen. Der 
aus einem Punkte e einer solchen Ebene der Fläche umschriebene 
Kegel besitzt also diese Ebene zu einer Doppelebene, deren Be- 
rührungskanten zusammenfallen d. h. die Ebene wird eine In- 
flexionsebene und somit wird der Kegel nur mehr von der dritten 
Ordnung bleiben und eine einzige Spitzenkante aufweisen. 

Wir gelangen daher zu folgendem Satze: 

„Der aus einem Punkte einer der Cuspidalebenen v, 
cü einer Regelfläche dritter Ordnung umschriebene Ke- 
gel ist ein Kegel dritter Ordnung und dritter Classe, für 
welchen die betreffende Cuspidalebene die Inflexions- 
ebene ist. Dieinflexionskante enthält den in derCuspidal- 
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ebene liegenden Doppelpunkt der zweideutigen die Re- 
gelfläche erzeugenden Reihe 5." 

29. Wir haben im vorigen Artikel gesehen^ dass die Schnitt- 
curve der Regelfläche ^'3 mit einer durch den Punkt d der Doppel- 
linie B gehenden Ebene in diesem Punkte die Tangentialebenen der 
Fläche berührt. 

Legt man durch eine Erzeugende ^T, der Fläche eine Ebene^ 
80 wird diese die Fläche in einem Kegelschnitte C2 schneiden, wel- 
cher, wie wir wissen, durch den Schnittpunkt x der Erzeugenden 
mit der Doppellinie 2> hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt muss nun 
nach dem eben Gesagten im Punkte x die zweite, ausser (Z>^,), 
diesem Punkte zugehörige «Tangentialebene {DX.^ berührenl Diese 
Tangentialebene wird durch D und die zweite durch x gehende Er- 
zeugende X^ der Fläche jPj hindurchgehen. 

„Die Kegelschnitte, in welchen das durch eine belie- 
bige Erzeugende der Fläche F.^ gelegte Ebenenbüsc'hel 
die Fläche schneidet, berühren in ihrem auf der Doppel- 
linie liegenden gemeinschaftlichen Punkte eine und die- 
selbe Ebene, nämlich jene, welche durch die Doppellinie 
und durch die zweite durch den erwähnten Punkt gehende 
Erzeugende bestimmt ist." 

Wenn wir dieses System von, der Fläche eingeschriebenen Ke- 
gelschnitten aus einem willkürlich auf der Doppellinie D gelegenen 
Punkte projiciren, so erhalten wir ein System von Kegelflächen 
mit gemeinschaftlichem Scheitel, von dem sich leicht zeigen lässt, 
dass es ein Büschel von Kegelflächen ist. 

Erstlich gehen durch zwei Erzeugende der Fläche, welche 
alle Kegelschnitte des Systemes treffen und daher auch allen den 
aus über den Kegelschnitten construirten Kegelflächen als Kanten 
angehören. . Ferner wird jede der Kegelflächen die Ebene {D.X^ in 
der Doppellinie D berühren, da alle Kegelschnitte des Systemes 
diese Ebene in einem auf D gelegenen Punkte berühren. Hier- 
aus folgt daher sofort, dass alle die Kegelflächen ein Büschel 
bilden. 

„Construirt man aus einem beliebigen Punkte der 
Doppellinie einer Regelfläche dritter Ordnung über jenen 
Kegelschnitten der Fläche, deren Ebenen durch eine 
und dieselbe Erzeugende der Fläche hindurchgehen, Ke- 
gelflächen, 80 bilden diese ein Kegelbüschel mit drei ge- 
meinsamen Kanten und einer gemeinsamen Tangential- 
ebene in einer der Kanten." 

Jeder durch die Erzeugende X^ gehenden Ebene entspricht in 
dieser Art und Weise ein Kegel des erwähnten Büschels; man kann 
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nun zeigen, dass umgekehrt jedem Kegel dieses Büschels eine ein- 
zige durch die Erzeugende geh g de Ebene entspricht. / 

Betrachtet man einen beliebigen Kegel des Büschels, so wird 
er als Fläche zweiten Grades die Regelfläche Fr^ in einer Curve 
sechster Ordnung schneiden müssen. Da er durch die Doppellinie 
D hindurchgeht d. h. diese zur Kante hat, so wird sie doppölt als 
Linie erster Ordnung in den Schnitt« beider Flächen eintreten. 

Die durch den Scheitel o des Kegels gehenden zwei Erzeugen- 
den müssen offenbar auch dem Schnitte beider Flächen angehören, 
so dass also der Kegel mit der Fläche F.^ ausser diesen beiden Er- 
zeugenden und der Doppellinie D noch einen Ort der zweiten Ordnung 
gemeinschaftlich haben muss. 

Dies wird im Allgemeinen ein Kegelschnitt sein, dessen Ebene 
nothwendig durch eine Erzeugende der Fläche hindurchgehen muss. 
Dieser Kegelschnitt wird der Doppellinie in einem Punkte d begegnen, 
in welchem er auch die Erzeugende seiner Ebene schneidet und 
jene Ebene berührt, welche durch die zweite durch d gehende Er- 
zeugende und die Doppellinie gelegt werden kann. Da aber der 
Kegelschnitt auch auf dem betrachteten Kegel liegt, so wird die 
letzterwähnte Ebene die Tangentialebene des Kegels längs der Kante 
D sein müssen. 

Der Punkt d kann demnach kein anderer Punkt sein, als der 
Berührungspunkt x dieser Tangentialebene mit der Regelfläche und 
die Erzeugende, welche in der Ebene des Kegelschnittes liegt, muss 
die durch x gehende nicht in der Tangentialebene liegende Erzeu- 
gende der Fläche, also unsere Axe Äi sein. 

Es schneidet also jeder Kegel des betrachteten Büschels o unsere 
Fläche F^ in einem Kegelschnitte, dessen Ebene durch die Erzeu- 
gende Jfj hindurchgeht. 

Demnach entspricht jedem Kegel des Büschels o eine Ebene des 
Ebenenbüschels X^^ und umgekehrt. 

Beide Büschel sind also projectivisch und erzeugen die Regel- 
fläche F,^. / 

„Die durch eine Erzeugende der Regelfläche gelegten 
Ebenen und die über den Kegelschnitten, in welchen sie 
die Fläche schneiden, aus einem beliebigen Punkte der 
Doppellinie construirten Kegel bilden zwei projectivi- 
sche BüscheP).'^ 

Betrachten wir die durch die Doppellinie D gehende Ebene des 
Büschels Ä^, so erkennen wir sofort, dass sich der in ihr liegende 
Kegelschnitt auf zwei mit der Doppellinie zusammenfallende Gerade 



Cremona, Atti del Instituto Lombardo, pag. 296. 
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reducirt. Der entsprechende Kegel des Büschels o geht in einen 
Grenzfall, nämlich in das Paar der in o die Fläche F^ berührenden 
Ebenen über. 

Geht die Ebene des Büschels ^, durch die einfache Leitlinie S 
der Regelfläche, so zerfällt der in ihr liegende Kegelschnitt in die 
Leitlinie S und die zweite durch den Punkt x gehende Erzeu- 
gende JTj. Demgemäss wird d^r dieser Ebene entsprechende Kegel 
des Büschels o dargestellt durch die Tangentialebene von F^ in x 
(d. i. die Ebene 2^X2) ^^^ ^^® Ebene (So), welche die beiden als 
Kanten des Kegelbüschels auftretenden in sich schneidenden Er- 
zeugenden der Regelfläche enthält. 

Auf Grund der erlangten Resultate ist es nicht schwer, die Natur 
eines Kegelbüschels und eines ihm projectivischen Ebenenbüschels 
zu bestimmen, wenn ihr gegenseitiger Durchschnitt eine Regel- 
fläche dritter Ordnung sein soll. 

Das Kegelbüschel habe die drei Kanten 0|, O^y D und berühre 
in der letzten eine Ebene Ij? dann muss die Axe X^ des ihm pro- 
jectivischen Ebenenbüschels die Gerade D schneiden (dies geschehe 
im Punkte x), und es muss der durch J) gehenden Ebene des Ebe- 
nenbüschels das Ebenenpaar {D 0^), {DO^) entsprechen. 

Sind die beiden Büschel in dieser Art specialisirt , so wird der 
Durchschnitt derselben eine Regelfläche dritter Ordnung sein, welche 
/> zur Doppellinie und ö,, O2, Ä^ zu einfachen Erzeugenden besitzt. 
Die Tangentialebene I2 ^^^ Kegel des Büschels längs der Kante D 
wird die Regelfläche im Punkte x berühren und die einfache Leit- 
linie S der Regelfläche wird in derjenigen Ebene des Ebenenbüschels 
liegen, welche dem Ebenenpaare go; (^1 ^2) des Kegelbüschels pro- 
jectivisch entspricht. 

30. Die reciprolten Betrachtungen führen selbstverständlich zu 
reciproken Resultaten, welche wir nur kurz zusammenstellen wollen. 

„Wenn man aus den Punkten einer Erzeugenden T, 
der Fläche F^ Kegel umschreibt und die Schnitte dersel- 
ben mit einer willkürlich*ilurch die einfache Leitlinie S 
gelegten Ebene bestimmt, so bilden diese Schnitte 
eine Kegelschnittsreihe. Zwei von den gemeinschaftli- 
chen Tangenten der Kegelschnitte dieser Reihe sind 
die beiden in der Ebene liegenden Erzeugenden T,, 
JjTind überdiess berühren die Kegelschnitte die einfache 
Leitlinie S im zweiten Berührungspunkte der durch S 
und X^ gelegten Ebene. ^{ 

(Diese Ebene schneidet nämlich die Regelfläche -^3 ausser in X^ 
noch in einer zweiten Erzeugenden X^, welche auf S den erwähnten 
Berührungspunkt bestimmt.) 
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„Die Kegelschnitte dieser Reihe und die Kegelscheite 
auf Äi bilden zwei projecti^ische Systeme; dem Schnitt- 
punkte von ^j mit S entspricht in der Kegelschnittsreihe 
das Berüh.rungspunktepaar der Ebene mit der Regel- 
fläche etc." 

Ebenso: 

„Hat man eine Reihe von Kegelschnitten, welche zwei 
Gerade Ty, T^ un'd eine dritte Gerade S in einem festen 
Punkte berühren und eine dieser Reihe projectivische 
Punktreihe auf einer Geraden X^^ welche S schneidet, und 
entspricht dem Schnittpunkte von S mit X\ der Grenz- 
kegelschnitt, welcher vom Durchschnittspunktepaare von 
Ämit TyyT^ dargestellt wird, so umhüllen die aus den 
Punkten von X^ über den diesen Punkten projectivisch 
entsprechenden Kegelschnitten construirten Kegel eine 
Regelfläche dritter Ordnung. 

Die Gerade 5 ist die einfache Leitlinie derselben etc." 

31. Legt man durch eine Erzeugende X^ der Regelflächc ein 
Ebenenbüschel und construirt aus einem willkürlichen Punkte o der 
Doppellinie D über den in den Ebenen des Büschels befindlichen 
Kegelschnitten der Fläche Kegel, so erhält man nach Art. 29 ein 
Kegelbüschel, welches mit dem Ebenenbüschel X^ projectivisch ist. 
Projicirt man dasselbe, der Erzeugenden X^ entsprechende Kegel- 
schnittssystem aus einem zweiten Punkte cl der DoppelHnie, so erhält 
man ein neues, dem Ebenenbüschel Jf, projectivisches Kegelbüschel. 
Hieraus folgt aber unmittelbar, dass diese beiden Kegelbüschel o, o 
unter sich ebenfalls projectivisch sind. 

„Legt man durch eine Erzeugende einer Regelfläche 
dritter Ordnung Ebenen und construirt über den durch 
sie aus der Fläche geschnittenen Kegelschnitten aus 
zwei willkürlichen Punkten o, o' der Doppellinie Kegel- 
flächen, so bilden diese zwei projectivische Büschel." 

Diese zwei Kegelbüschel haben die Kante D gemeinschaftlich 
und berühren in derselben eine und dieselbe Ebene, nämlich die 
Ebene (/> X^ *) ; es haben somit beide Büschel noch eine zweite der 
Kante D unendlich nahe Kante gemein. Diese zwei unendlich 
nahen Kanten, welche allen Kegeln beider Büschel, angehören, gelten 
für eine je zwei Kegeln beider Büschel gemeinsame Schnittcurve 
zweiter Ordnung. 

Es werden sich daher in der That zwei Kegel der beiden 
Büschel längs eines Kegelschnittes schneiden müssen. 

1) Mit X,, X2 soll ein Erzeugendepaar der Regelfläche verstanden werden, 
welches Paar durch denselben Punkt x von D geht. 
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Unter deu Kegeln jeden Büschels gibt es zwei Grenzfälle, in 
welchen der Kegel durch ein EbeHenpaar repräsentirt wird. Wenn 
man die beiden durch den Scheitel o des einen -Büschels gehenden 
Erzeugenden der Fläche mit 0|, 0^ und jene durch den zweiten 
Scheitel o' gehenden mit 0/, 0^ bezeichnet, so sind die beiden Grenz- 
fälle des ersten Büschels die Ebenenpaare: (Z>0,), (BO.^)] {DX.^\ {0^0^) 
und die Grenzfälle des zweiten Büschels: {DO{)y {DO2)] {DX^^y 
(O.'ö,-). 

Die beiden projecti vischen Kegel büschel haben nun wegen ihrer 
Beziehung zum Ebenenbüschel X^ die Eigenschaft, dass sich diese 
Grenzfälle projectivisch entsprechen. 

Es entspricht dem Ebenenpaare {DO^)j (DO^) das Ebenenpaar 
{DO^')y {DO^) und dem Ebenenpaare {DX^)^ {0^0^ das Ebenenpaar 
{DX,),{0;0^). 

Die EbenQ {D X^) entspricht sich also als zu beiden Kegel- 
büscheln gehörig selbst und desshalb zerfällt auch die Fläche vierten 
Grades, welche durch zwei projectivische Kegelbüschel im Allge- 
meinen erzeugt wird, in diesem Falle in die Ebene (DX^) und unsere 
Fläche Fy 

32. Die durch die Ebenen eines Ebenenbüschels, dessen Axe 
eine Erzeugende X^ der Fläche war, aus der Fläche geschnittenen 
Kegelschnitte projicirten sich aus einem willkürlichen Punkte der 
Doppellinie in Kegeln zweiten Grades, welche sämmtlich die Doppel- 
linie D und die beiden in sich schneidenden Erzeugenden 0,, Oj 
der Fläche zu Kanten haben und in D die Ebene (BX^) berühren. 

Es ist klar, dass einer besonderen Annahme des Scheitels o 
auch ein besonderes Büschel dieser Regelflächen entsprechen wird. 

In dieser Hinsicht ist besonders jener Fall bemerk ens werth , in 
welchem einer der beiden (als reell vorausgesetzten) Cuspidalpunkte 
V oder w zum Scheitel eines solchen Kegelbüschels gewählt wird. 

Fällt nämlich beispielsweise mit v zusammen, so fallen die 
beiden Erzeugenden Oj, 0^ in die , durch den Verzweigungspunkt v 
gehende singulare Erzeugende F,2? während die Ebene (Ö,, 0^) hier 
zu der durch v gehenden Cuspidalebene v wird. Sämmtliche Kegel 
des Büschels werden demgemäss die Ebene v längs der Geraden 
*F,2 tangiren und werden daher einen Doppelcontact besitzen. 

„Legt man durch eine Erzeugende .der Regelfläche 
F.^ Ebenen und construirt über deren Schnitten mit der 
Fläche aus einemCuspidalpunkte derselbenKegelflächen, 
so haben alle diese Kegelflächen doppelten Contact, in- 
dem sie eine durch die Doppellinie gehende Ebene in 
dieser Linie, und die durch den Cuspidalpunkt gehende 
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Cuspidalebene in der, in ihr liegenden singulären Er- 
zeugenden berühren.^' 

Ebenso : 

,,Schneidet man die der Fläche F.^ aus Punkten einer 
Erzeugenden umschriebenen Kegel mit einer der beiden 
Cuspidalebenen, so erhält man Kegelschnitte, die einen 
doppelten Contact besitzen; und zwar einmal auf der ein- 
fachen Leitlinie S und das zweitemal auf der in der 
Cuspidalebene liegenden singulären Erzeugenden im 
C US pi dal punkte." 

Eine besondere Annahme der Erzeugenden X^ wird eine Spe- 
cialisirung des, durch sie enthaltende Ebenen auf der Fläche be- 
stimmten Kegelschnittssystems nach sich ziehen. 

Nehmen wir an, dass wir die Erzeugende X^ in eine der beiden 
singulären Erzeugeijden z. B. in l\^ übergehen lassen; dann^wird 
die ihr zugeordnete Erzeugende X2 ebenfalls in V^^ übergehen und 
die Ebene {DX^ wird zur Ebene {D V^^) d. h. zur Doppelebene i/,2 
werden. Jeder in einer durch F,2 gehenden Ebene liegende Kegel- 
schnitt der Fläche wird somit im Verzweigungspunkte v die Ebene 
1/12 berühren müssen und folglich, weil i/jj durch F,2 geht,' in diesem 
Punkte r,2 selbst berühren. 

„Die durch eine singulare Erzeugende gelegten 
Ebenen schneiden die Fläche ^"3 in Kegelschnitten, welche 
diese Erzeugende in dem au fihr gelegenen Cuspid alpunkte 
berühren." 

Ebenso : 

„Die aus Punkten einer singulären Erzeugenden der 
F lache /'g umschriebenen Kegel enthalten die Erzeugende 
und berühren in ihr die durch sie gehende Cuspidal- 
ebene." 

Legt man durch eine singulare Erzeugende z. B. durch F,2, 
Ebenen und construirt über den durch sie bestimmten Kegelschnitten 
der Fläche Kegel, welche den auf der zweiten singulären Erzeugen- 
den liegenden Cuspidalpunkt zum Scheitel haben, so wird man offen- 
bar nach dem früher Entwickelten Kegelflächen erhalten, welche 
einen Doppelcontact . besitzen. Dabei treten die beiden Cuspidal- 
ebenen Vy CO als Contactebenen auf, während die Contactkanten von 
der Doppellinie und einer singulären Erzeugenden gebildet werden. 

33. Die Schnittcurve einer Fläche zweiten Grades mit einer cu- 
bischen Regelfläche F.^ ist im Allgemeinen von der sechsten Ord- 
nung. Enthält jedoch die Fläche zweiten Grades eine oder mehrere 
Erzeugende der Fläche /'g , so werden diese als Bestandtheile ersten 
Grades in den Schnitt eingehen und denselben reduciren. Wir 
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haben bereits derartige Fälle an Kegelflächen zweiten Grades be- 
trachtet. 

Besitzt ein Kegel K^ zweiten Grades seinen Scheitel o in der 
Doppellinie D der Fläche F^ und enthält er die Doppellinie als Er- 
zeug<ernde, so ist nach dem eben Gesagten klar, dass seine Schnitt- 
curve mit der Regelfläche in die doppelt zu zählende Gerade D und 
in eine Raumcurve vierter Ordnung zerfallen wird. Enthält jedoch 
dieser Kegel ausser der Geraden D noch die beiden sich in seinem 
Scheitel o schneidenden Erzeugenden ö, , 0,^ der Regelfläche, so wird 
er die Regelfläche nur noch in einer Curve zweiten Grades, in 
einem Kegelschnitte C^ schneiden. 

Denn die deiden Erzeugenden 0, , 0,^ gehen jede einfach und die 
Doppellinie /> doppelt als Bestandtheil erster Ordnung in den Schnitt ein. 

Wir können daher den Satz aussprechen: 

,,Ein Kegel K^ zweiten Grades, welcher die Doppel- 
linib /> und die zwei sich in seinem Scheitel schneidenden 
Erzeugenden der Regelfläche F^ enthält, schneidet die- 
selbe überdiess in einem Kegelschnitt Cj." 

Die Ebene des Kegelschnittes C^ wird eine Erzeugende der Fläche 
F^ enthalten, welche wir leicht bestimmen können. Die Kegelfläche 
K^ wird in der Doppellinie von einer Ebene berührt, welche die 
Fläche /g in einem auf D gelegenen Punkte x gleichfalls tangirt 
und eine durch diesen Punkt gehende Erzeugende X,^ der Fläche 
F^ enthalten wird; die zweite durch pc gehende Erzeugende Ä^ der 
Regelfläche muss (nach Art. 29.) die in der Ebene des Kegelschnittes 
^•2 gelegene Erzeugende der Regelfläche sein. 

Betrachten wir nun alle jene Kegel zweiten Grades, welche in 
dem auf D gelegenen Punkte o ihren Scheitel haben, die Doppel- 
linie D und die beiden in o sich schneidenden Erzeugenden öj, Oj 
der Fläche F^ und überdiess eine willkürlich durch o gezogene 
Gerade G enthalten. 

Alle diese Kegelflächen bilden oflfenbar ein Büschel, dessen 
vier Scheitelkanten die Geraden 2>, 0, , Oj , ö^ sind. 

Jeder Kegel Ä^» dieses Büschels schneidet nach eben Bewiesenem 
die Regelfläche F^ in einem Kegelschnitte C^ und es fragt sich nun 
zunächst, was hüllen die Ebenen aller so erhaltenen Kegelschnitte ein? 

Die Scheitelkante G wird die Fläche F^ ausser in dem, doppelt 
zählenden Punkte o noch in einem Punkte g schneiden und es ist 
klar, dass die Schnittcurve eines jeden durch G gehenden Kegels, 
also auch eines jeden Kegels K^ unseres Büschels mit der Regel- 
fläche durch diesen Punkt hindurchgehen muss. 

Die Ebenen der Kegelschnitte C2 gehen somit sämmtlich durch 
diesen Punkt g. Jede von ihnen enthält aber ausser C.^^ eine Er- 
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zeugende der Fläche und somit sind es die durch g und die Er- 
zeugenden der Regelfläche gelegten Ebenen, also die Tangentenebenen 
der Fläche ; welche durch g hindurchgehen, wesshalb sie einen 
Kegel K{ zweiten Grades umhüllen. 

„Die Kegel des Büscheiso schneiden die Regelfläche 
in Kegelschnitten, deren Ebenen [einen der Fläche um- 
schriebenen Kegel K^ zweiten Grades umhüllen; der 
Scheitel dieses Kegels ist der Schnittpunkt der Fläche i^g 
mit der Scheitelkante G dös Büschels, welche nicht der 
Fläche angehört/^ 

In dieser Art sind die Kegel des Büschels o den Tangential- 
ebenen des Kegels KJ^^ projectivisch zugeordnet und die Fläche F^ 
erscheint als der Ort der Schnitte entsprechender Elemente dieser 
pro jecti vischen Systeme. 

Wir können diese Beziehung auch durch den folgenden Satz 
darlegen: 

„Zieht man die sämmtlichen durch einen Punkt g 
der Regelfläche i^3 gehenden Kegelschnitte auf derselben 
und projicirt sie aus einem willkürlichen auf der Dop- 
pellinie gelegenen Punkte o durch Kegelflächen, so er- 
hält man ein Büschel von Kegelflächen, deren Scheitel- 
kanten die Doppellinie i>, die beiden in.o sich schnei- 
denden Erzeugenden Oj, O2 der Fläche und die von nach 
dem Scheitel g des Kegelschnittsystemes gehende Ge- 
rade G sind." 

34. Projicirt man die durch einen Punkt g der Fläche .Fg ge- 
henden Kegelschnitte aus zwei verschiedenen Punkten 0, 0' der 
Doppellinie, so erhält man zwei Büschel von Kegelflächen, welche 
offenbar in Ansehung ihrer einzelnen Elemente projectivisch sind. 

Jeder Kegel des einen Büschels schneidet i^g in einem durch g 
gehenden Kegelschnitte, durch welchen der projectivisch entspre- 
chende Kegel des zweiten Büschels hindurchgeht. 

Die Regelfläche F,^ erscheint als das Erzeugniss der beiden 
projectivischen Kegelbüschel. 

Es wird dem Leser nicht schwer fallen, die besondere Natur 
dieser projectivischen Kegelbüschel und den Grund zu erkennen, 
warum sie nicht eine Fläche vierten Grades, sondern eine Fläche 
dritten Grades erzeugen. 

35. Nimmt man in einer beliebigen, durch die einfache Leit- 
linie S der Regelfläche gehenden Ebene einen, diese Leitlinie 
und die beiden in liegenden Erzeugenden jTj, Tr^ der Fläche be- 
rührenden Kegelschnitt C^ an, so lässt sich durch jede seiner Tan- 
genten an die Regelfläche eine Tangentialebene legen, welche Tan- 

WsYa, Theorie. 5 



66 Dritter Theil. 

gentenebenen einem bestimmten der Regelfläche umschriebenen 
Tangentenkegel zweiten Grades angehören. 

Die sämmtlichen der Fläche F^ aus Punkten einer Tangential- 
ebene umschriebenen Kegel zweiten Grades (deren Scheitel auf dem 
in der Tangentialebene befindlichen Kegelschnitte der Fläche liegen), 
welche auch diese Ebene berühren, bestimmen auf jeder durch die 
Leitlinie /S gehenden Ebene eine Kegelschnittsreihe d. h. ein System 
von, vier feste Gerade berührenden Kegelschnitten. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Erzeugung der ßegelfläche 
durch zwei projectivische Kegelschnittsreihen, deren Entwickehmg 
dem Leser überlassen bleiben möge. 

36. Betrachten wir einen durch eine beliebige Ebene e auf der 
ßegelfläche F^ bestimmten Schnitt, so ist dieser, wie wir wissen, 
eine Curve C^^ dritter Ordnung, welche im Schnittpunkte d von a 
mit der Doppellinie D einen Doppelpunkt besitzt. Projicirt man 
die Schnittcurve C<^ aus einem beliebigen Punkte o der Doppellinie 
durch einen Kegel, so wird dieser von der dritten Ordnung sein, 
und weil C^^ in d einen Doppelpunkt besitzt, so muss die Gerade 
orf-d. i. 2> eine Doppelkante des Kegels sein. Die beiden durch den 
Scheitel o gehenden Erzeugenden der Fläche ^"3, welche wir aber- 
mals mit öj , 0., bezeichnen wollen, werden selbstverständlich diesem 
Kegel als Kanten angehören, da sie von nach den Punkten (£Öj), 
(f O2) der Curve C^ gehen. 

Der Kegel, in welchem sich C^^ aus projicirt und den wir 
kurz mit K^ bezeichnen wollen, schneidet die Regelfläche F^ im 
Allgemeinen in einer Curve neunter Ordnung, welche in diesem 
Falle jedoch in einfache Curven zerfällt. Die für beide Flächen 
j^3 und K^ doppelte Gerade B repräsentirt einen Bestandtheil vierter 
Ordnung vom Gesammtschnitte, während die in sich schneidenden 
Erzeugenden 0^,0^ jede als 'Linie erster Ordnung in den Schnitt 
eingeht. 

Die drei Geraden />, Oj, öj ^^P^äsentiren somit einen Bestandtheil 
sechster Ordnung und da C^^ von der dritten Ordnung ist, so wird 
der Kegel K^ ausser den aufgezählten Geraden und der Curve C^ 
keine weiteren Linien mit der Regelfläche F.^ gemein haben. 

Nimmt man in der Ebene a der Curve C^^ eine Gerade G an, 
welche diese Curve in drei Punkten a,h, c trifft und dreht man die 
Ebene a um diese Gerade so, dass sie ein Ebenenbüschel beschreibt, 
und projicirt man die durch die Ebene in jeder ihrer Lagen auf F.^^ 
bestimmte Schnittcurve C^ aus dem Punkte der Doppellinie durch 
einen Kegel K^j so erhält man ein System von Kegelflächen K^^, 
von welchem sich leicht erkennen lässt, dass es ein Büschel von 
Kegelflächen ist. 
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Alle so entstehenden Kegelflächen Ä'4^ besitzen nänllich die Ge- 
rade D zur gemeinschaftlichen Doppelkante , was bekanntlich für 
vier einfache gemeinschaftliche Kanten gilt. Ferner haben sie die 
beiden durch gehenden Erzeugenden Ö^; 0.^ der Regelfläche und 
die drei von nach üy b, c gehenden Geraden als Kanten gemein- 
schaftlich. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass diese Kegelflächen ein Büschel 
bilden, dessen Scheitelkanten die folgenden Linien sind: i> (vierfach), 
0^, 02föTij ob, öc. 

Es entspricht auf diese Art jeder durch die Gerade G gehenden 
Ebene s ein Kegel des Büschels; ebenso entspricht aber jedem 
Kegel des Büschels eine durch G gehende Ebene. Denn nimmt 
man zu den Scheitelkanten des Büschels eine durch gehende 
Gerade Z, welche F^ ausser in (dem doppelt zählenden) noch im 
Punkte / schneidet, so ist klar, dass erstlich nur ein einziger Kegel 
des Büschels durch L hindurchgeht, während wieder nur eine ein- 
zige Ebene a des Büschels G durch den Punkt / gelegt werden kann, 
welche ^^3 in einer C^^ schneidet, die sich durch einen Kegel des 
Büschels projicirt. Da jedoch / auf 6^4^ liegt, so enthält der erwähnte 
Kegel die Gerade L und ist somit der anfänglich in Betracht ge- 
zogene, welchem die Ebene e entspricht. Es ist somit das Ebenen- 
büschel s projectivisch mit dem Kegel büschel K^^. 

„Projicirt man die durch Ebenen eines Büschels auf 
der Regelfläche F,^ bestimmten Curven aus einem belie- 
bigen Punkte der Doppellinie, so erhält man ein Kegel- 
büschel dritter Ordnung, welches mit dem Ebenenbüschel 
projectisch ist." 

Die Regelfläche F^ erscheint als das Erzeugniss dieser projec- 
tivischen Systeme. 

Unter den Ebenen des Büschels s gibt es drei Tangentialebenen 
der Fläche i^3. Es sind dies die drei Ebenen cc,ß,y, welche durch 
die den Punkten 0, b, c zugehörigen (durch diese Punkte gehenden) 
Erzeugenden Ä, B, C resp. hindurchgehen. Diese Ebenen schneiden 
die Eläche F^ in den jeweiligen Erzeugenden und drei Kegelschnitten 
A^ , -^2 , ^2 j ^i^ ^^^^ diesen Ebenen entsprechenden Kegel des Bü- 
schels K^ werden somit in eine Ebene und eine Kegelfläche zweitön 
Grades zerfallen. So entspricht z. B. der Ebene « die Ebene {DA) 
nebst dem aus über dem Kegelschnitte A^ construirten Kegel zweiten 
Grades. 

Unter dem Ebenenbüschel s gibt es zwei Ebenen, welche die 
Regelfläche F^ in einer Curve dritter Ordnung mit einem Rückkehr- 
punkt schneiden. Es sind dies die durch die Axe G des Ebenen- 
büschels nach den Cuspidalpunkten v, w der Fläche gehenden Ebenen. 
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Diesen werden somit im Kegelbüschel zwei solche Kegel entsprechen, 
für welche die Doppellinie D eine Rückkehrkante ist. Ausser den 
drei von uns bereits aufgezählten Grenzfällen, in denen der Kegel 
des Büschels K^ in eine Eben^ und einen quadratischen Kegel de- 
generirt, gibt es noch einen, in dem der Kegel in drei Ebenen zer- 
fäUt. 

Dies tritt ein, wenn die Ebene £ des Ebenenbüschels G durch den 
Kegelscheitel o hindurchgeht. In diesem Falle zerfallt der Kegel K^ 
oflFenbar in die Ebene f, und das Ebenenpaar {DO^), {JDO^. 

Würde man das durch ein Ebenenbüschel G auf der Kegelfläche 
i^3 bestimmte Curvensystem aus einem Punktepaar o, o' der Doppel- 
linie projiciren, so erhielte man selbstverständlich zwei projectivische 
Kegelbüschel dritter Ordnung. Die Regelfläche F^ erschiene dann 
als Ort des Schnittes entsprechender Kegel beider Büschel 

37. Umschreibt man der Regelfläche F^ aus den einzelnen Punk- 
ten einer Geraden G Kegel, so sind diese von der vierten Ordnung 
und der dritten Classe. Schneidet man nun diese Kegel mit 
irgend einer, durch die einfache Leitlinie S gehenden Ebene 0, 
so erhält man eine Reihe von Curven dritter Classe d. h. ein System 
solcher Curven, dass jede in 9 beliebig angenommene Gerade nur 
von einer einzigen dieser Curven berührt wird. Alle diese Curven 
besitzen S zur Doppeltangente, berühren die beiden in enthaltenen 
Erzeugenden Jj, Jj der Regelfläche und endlich die Schnittlinien der 
drei durch G gehenden Tangentialebenen der Fläche ^3 mit der 
Ebene 0. 

Es folgt dies unmittelbar aus dem vorhergehenden Artikel nach 
dem Gesetze der Reciprocität. Schneidet man das aus den Punkten 
der Geraden G der Fläche F^ umschriebene Tangentenkegelsystem 
mit zwei durch S gehenden Ebenen 0,0', so erhält man zwei pro- 
jectivische Curvenreihen dritter Classe. 

38. Wir haben im Art. 36. Regelflächen dritter Ordnung be- 
trachtet, welche die Doppellinie D zur Doppelkante besassen und 
welche die Regelfläche F^ in einer ebenen Curve dritter Ordnung 
durchschnitten. 

Solche Kegel hatten die besondere Eigenschaft, dass sie die 
beiden durch ihren Scheitel gehenden Erzeugenden der Regelfläche 
enthielten. 

Nehmen wir nun umgekehrt von einem Kegel K^^ dritter Ord- 
nung vierter Classe an, dass sein Scheitel auf der Doppellinie der 
Regelfläche liege, dass diese Doppellinie zugleich die Doppelkante 
des Kegels sei und dass dieser Kegel überdiess die beiden sich in 
seinem Scheitel schneidenden Erzeugenden 0^ , 0^ der Fläche ^3 
enthalte. 
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Dann muss der Kegel, da D und Oj mit 0^ einen ihm und ^3 
gemeinschaftlichen Ort sechster Ordnung vorstellen, die Fläche F^ 
in einer Curve dritter Ordnung schneiden, welche im Allgemeinen 
doppelt gekrümmt sein wird. Dieselbe wird überdiess die Doppel- 
linie D zur Secante besitzen d. h. zwei Punkte dieser Schnittcurve 
dritter Ordnung werden auf D liegen. 

Hiervon überzeugt man sich leicht in folgender Weise. Jede 
durch D gelegte Ebene £ schneidet F^ in einer Erzeugenden E und 
den Kegel K^ in einer Kante G, Der Schnittpunkt von jELmit G ist 
nun ein Punkt der erwähnten Curve dritter Ordnung. Es wird nun 
zweimal geschehen, dass dieser Schnittpunkt auf die Doppelinie B 
zu liegen kommt. Wird nämlich b eine der beiden Tangentenebenen 
des Kegels K^ in der Doppelkante B, so fällt G mit B zusammen und 
daher fällt {EG) auf 2>. Der Leser wird leicht erkennen, dass es mehr 
als zweimal nicht auftreten kann. 

Die zwei Schnittpunkte von B mit der Curve dritter Ordnung sind, 
wie aus der vorhergehenden Entwickelung folgt, die Berührungspunkte 
der Regelfläche F^ mit den beiden Tangentialebenen des Kegels K^^ 
längs der Doppelkante. Es fragt sich nun, wann die Schnittcurve 
des Kegels mit der Regelfläche eine ebene Curve wird. 

Hierzu ist offenbar nichts weiter nöthig, als dass, die beiden auf 
B liegenden Punkte der Curve zusammenfallen d. h. dass sie einen 
Doppelpunkt erhält. 

In diesem Falle werden die beiden Tangentenebenen des Kegels 
K^ in der Doppelkante zwei Ebenen, welche die Fläche in demselben 
Punkte berühren. 

Damit also ein Kegel dritter Ordnung, für welchen die Doppel- 
linie eine Doppelkante ist, und welcher zwei Erzeugende der Fläche 
enthält, dieselbe in 'einer ebenen Curve dritter Ordnung schneide, 
ist nothwendig, aber auch hinreichend, dass die beiden den Kegel in 
der Doppelkante berührenden Ebenen die Regelfläche in einem und 
demselben Punkte berühren. 

Ebenso ergibt sich, dass die developpable Fläche, welche der Regel- 
fläche F^ und einer ebenen Curve dritter Classe (für welche die ein- 
fache Leitlinie S eine Doppeltangente ist und welche die beiden in 
ihrer Ebene liegenden Erzeugenden der Regelfläche berührt) um- 
schrieben ist, von der dritten Classe sein wird, so dass also deren 
Rückkehrcurve eine Raumcurve dritter Ordnung ist. 

Die einfache Leitlinie S ist eine Axe der Rückkehrcurve d. h. 
es schneiden sich in S zwei ihrer Schmiegungsebenen (oder zwei 
Ebenen der betrachteten Developpablen). 

Wenn jedoch die Curve dritter Classe, welche mit ^3 diese de- 
veloppable Fläche bestimmte, die Leitlinie" S' in zwei solchen Punkten 
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berührt, in denen die Regelfläche l\ von einer und derselben Ebene 
tangirt wird (also in einem Punktepaare der zweideutigen Reihe 
auf D), so reducirt sich die der Curve und der Regelfläche umschrie- 
bene Fläche auf einen Kegel dritter Classe. 

Die Ebene, welche die Regelfläche [in den beiden Berührungs- 
punkten von S mit der ebenen Curve dritter Classe tangirt, wird 
die Doppeltangentenebene dieses Kegels. 

39. Nachdem wir den auf einer Regelfläche F^ befindlichen Li- 
nien erster und zweiter Ordnung bereits unsere Aufmerksamkeit ge- 
widmet und auch bereits Curven dritter Ordnung, welche sich auf 
der Fläche befinden, theil weise betrachtet haben, wollen wir die 
letzteren in diesem Artikel einer näheren Untersuchung unter- 
werfen. 

Von den auf der Regelfläche befindlichen Curven dritter Ord- 
nung haben wir fast ausschliesslich nur die ebenen Curven betrachtet. 
Wir haben bei denselben gefunden, dass sie auf der Doppellinie der 
Fläche Doppelpunkte besassen, und können hier noch bezüglich 
ihrer Bestimmung hinzusetzen, dass eine auf -^3 befindliche ebene 
Curve dritter Ordnung durch drei ihrer Punkte bestimmt erscheint. 
Denn diese drej Punkte fixiren ihre Ebene, welche die Regelfläche 
nach der zu bestimmenden Curve schneidet. 

Liegen zwei von den drei Punkten auf einer und derselben 
Erzeugenden der Regelfläche, so zerfällt die durch sie gehende 
ebene Curve dritter Ordnung oflFenbar in diese Erzeugende und jenen 
Kegelschnitt, in welchem die Regelfläche von der, durch die Erzeu- 
gende und den dritten Punkt gehenden Ebene geschnitten wird. 

Die durch drei Punkte der Fläche F^ gehende ebene Curve 
dritter Ordnung wird dann unbestimmt, wenn die drei Punkte auf 
einer und derselben Geraden liegen. Dann schneidet jede durch 
diese Gerade gehende Ebene die Regelfläehe in einer ebenen Curve, 
welche durch die drei Punkte geht. 

Gehen wir nun zu einer allgemeinen Betrachtung von auf der 
Regelfläche F^ liegenden Curven dritter Ordnung über. Von denen 
wir nicht mehr voraussetzen, dass sie eben seien. Bei der Unter- 
suchung der auf der Regelfläche F.^ befindlichen Curven ist die 
Zuhilfenahme des folgenden allgemeinen Satzes von besonderer 
Wichtigkeit : 

„Die Durch sehn ittsli nie Z einer R egel fläche /"g dritter 
Ordnung mit einer Fläche FnU^^'' Ordnung ist von der 
Ordnung 3n und besitzt in jedem der n Schnittpunkte 
der Doppellinie i? mit der Fläche Fn einen Doppelpunkt.'' 

* Der erste Theil des Satzes folgt unmittelbar aus dem allge- 
meinen Theorem, dass der Schnitt einer Fläche w*®^ Ordnung mit 
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einer Fläche w*®*" Ordnung eine Curve mn^^^ Ordnung ist. Die Schnitt- 
curve Z der Regelfläche F^ mit der Fläche F„ wird daher als von 
der 3w**" Ordnung mit jeder Ebene des Raumes 3 n Punkte gemein- 
schaftlich haben. 

Betrachten wir nun eine durch die Doppellinie D gehende Ebene €, 
Diese wird die Regelfläche in • einer Geraden E und die Fläche Fn 
in einer Curve Cn n^"^^ Ordnung schneiden, welche axich durch die 
Schnittpunkte d^^ d^, d^ * ' - - an von B mit Fn hindurchgeht. . Die 
n Schnitte von E mit Cn gehören somit der Curve Z an und sind 
ausser den ^-Punkten die einzigen in der Fbene s liegenden. Hier- 
aus geht hervor, dass die w- punktige Gruppe der d für 2w Punkte 
gelten müsse, d. h. dass im Allgemeinen jeder der Punkte d ein 
Doppelpunkt der Curve Z sein müsse. 

Es lässt sich jedoch auch leicht zeigen, dass es für jeden der 
Punkte d zwei durch B gehende Ebenen ^^ und dj gebe, welche einen 
dem Punkte d unendlich nahen Punkt von Z enthalten, wodurch die 
Behauptung, dass die rf Doppelpunkte sind, einen neuen Beweis er- 
hält. Die Ebene e wird oflfenbar die Curve Z dann in einem dem 
Punkte d unendlich nahen Punkte schneiden, wenn die Erzeugen- 
de E durch diesen Punkt hindurchgeht, d. h. wenn s eine Tangen- 
tialebene der Regelfläche F^ im Punkte d ist. Nun gehen durch 
jeden Punkt d der Doppellinie zwei Erzeugende der Regelfläche und 
somit "werden die beiden durch sie gehenden Ebenen s die Curve Z 
in Nachbarpunkten von d schneiden. Der Punkt d ist also wirklich 
ein Doppelpunkt von Z und überdiess erkennen wir, dass die beiden 
die Regelfläche in d berührenden Ebenen zugleich zwei Tangenten- 
ebenen des Punktes d sind. Die Tangenten von T in d sind die 
Schnittlinien der beiden die Regelfläche in d tangierenden Ebenen 
mit der die Fläche Fn iii d berührenden Ebene. 

Hieraus ergibt sich auch sofort, dass, wenn einer der Punkte e/ 
in einen Cuspidalpunkt von F^ fällt, er dann eine Spitze (Rückkehr- 
punkt) der Schnittcurve Z sein muss. 

Die über ebene Schnitte in dieser Hinsicht ausgesprochenen 
Sätze erscheinen nur als specielle Fälle des eben betrachteten allge- 
meinen Falles. 

Wenn wir irgend eine Erzeugende der Regelfläche betrachten, 
so ist klar, dass auf ihr w Punkte des Schnittes 2J sich befinden 
werden, nämlich die n Schnittpunkte der Erzeugenden mit der 
Fläche Fn. Jede Erzeugende der Regelfläche begegnet somit einem 
Schnitte dieser Fläche mit einer Fläche n*®"^ Ordnung n- mal. 

40. Sei A3 eine Raumcurve dritter Ordnung, welche sich auf 
der Regelfläche F^ befindet. 

Durch eine Raumcurve dritter Ordnung kann man b^anntlicb 
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unendlich viele Flächen zweiter Ordnung hindurchlegen. Sei nun F^ 
eine durch E^ gelegte Fläche zweiter Ordnung. Der Gesammtschnitt 
von F^ und F^ muss eine Curve sechster Ordnung sein, von welcher 
in diesem Falle R^ ein Bestandtheil dritter Ordnung ist. Es wird 
somit die Fläche F^ auf F^ ausser A3 noch eine zweite Raumcurve 
A3' dritter Ordnung bestimmen. Beide Curven A3, A3' stellen den 
Gesammtschnitt sechster Ordnung vor. 

Nach dem Satze des vorhergehenden Artikels muss dieser 
Schnitt auf der Doppellinie D zwei doppelte Punkte besitzen (weil 
n == 2 ist). Damit dies eintrete, sind zwei Fälle denkbar. Erstens 
besitzt jede der Curven R und A3' auf D einen Doppelpunkt. Hier- 
durch würde jedoch K^ eine ebene Curve werden, was gegen unsere 
Voraussetzung ist. 

Der zweite mögliche Fall, der hier auch eintreten muss, ist der, 
dass beide Curven R^ und R^ die Doppellinie in demselben Punkte- 
paare treffen. 

Wir erhalten hiermit folgenden Satz: 

„Jede auf einer Regelfläche liegende Raumcurve 
dritter Ordnung besitzt die Doppellinie der Regelfläche 
zur Secante d. h. schneidet sie zweimal.' Jede durch die 
Raumcurve gelegte Fläche zweiten Grades schneidet die 
Regelfläche in einer zweiten Raumcurve dritten Grades, 
welche die Doppellinie D in demselben Punktepaare 
schneidet als erstere." 

Jede Erzeugende der Regelfläche F^ triflFt die Fläche F^ in zwei 
Punkten, von denen je einer .den Curven R^y R^ angehört. Somit: 

„Eine auf einer Regelfläche dritter Ordnung liegende 
Raumcurve dritter Ordnung wird im Allgemeinen von 
jeder Erzeugenden der Fläche in einem einzigen Punkte 
getroffen.^' 

Nur die Doppellinie wird in zwei Punkten geschnitten und 
ebenso zwei Erzeugende, die zum Schlüsse des 43. Art. betrachtet 
werden. 

41. Wir können zu demselben Resultate und zu anderen ähn- 
lichen durch folgende Betrachtung gelangen. 

Erstlich lässt sich zeigen, dass auf der Regelfläche ^3 keine 
Raumcurve dritter Ordnung liegen könne, welche mit der Doppel- 
linie D keinen Punkt gemeinschaftlich hat. 

Denn wäre R^ eine solche Curve, so müsste jede durch die 
Doppellinie D gehende Ebene a drei Punkte Tj, rg, ^3 der Curve 
enthalten, welche, da in s nur eine Erzeugende E von F^ liegt, 
auf dieser Erzeugenden sich befinden müssten. Dies kann nur dann 
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eintreten, wenn B^ eine ebene Curve ist^), was gegen unsere Vor- 
aussetzung wäre. 

Ebenso kann aber auch keine Raumcurve B^ auf F^ liegen, 
welche nur einen einzigen Punkt d^ mit D gemein hätte. Denn 
dann müsste jede durch D gelegte Ebene zwei weitere Punkte der 
Curve enthalten, welche auf der in dieser Ebene liegenden Erzeu- 
genden sich befinden müssten. Es würde demnach jede Erzeugende 
von F^ zwei Punkte von B^ enthalten und da durch jeden Punkt 
von D zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen, so würde die 
durch diese Erzeugenden gelegte Ebene vier Punkte der ßaumcurve 
enthalten und diese müsste in das Paar der Erzeugenden und die 
einfache Leitlinie S zerfallen. 

Wir sehen demnach, dass jede auf F^ liegende Raumcurve 
dritter Ordnung wenigstens zweimal die Doppellinie ß schneiden 
müsse, und da dies nicht dreimal eintreten darf, so wird jede solche 
Raumcurve zwei Punkte mit B gemeinschaftlich besitzen d. h. B ist 
eine zweipunktige Secante für alle auf F^ liegenden Raumcurven 
dritter Ordnung. Dass auf der einfachen Leitlinie S immer ein, aber 
auch nur ein einziger Punkt der Curve B^ liegen müsse, folgt .aus 
dem Vorhergehenden. 

Weil B eine zweipunktige Secante der Curve B^ ist, so wird 
auf jeder Erzeugenden der Regelfläche, da diese mit B in derselben 
Ebene Hegt, nur ein einziger Punkt der Curve B^ liegen können. 
Jede durch S gelegte Ebene enthält aber ein Paar Erzeugende der 
Fläche ,und somit ein Punktepaar der Curve B^. Diese ist jedoch 
von der dritten Ordnung und muss noch einen dritten Punkt ent- 
halten, der noth wendigerweise auf S liegen muss. 

Dass nicht zwei Punkte von B^ auf S liegen können, ist klar; 
denn dann würden die Erzeugenden der Regelfläche einem Hyper- 
boloide angehören. 

Betrachten wir in ähnlicher Weise eine auf der Regelfläche F^ 
liegende Curve n*®*" Ordnung. Es lässt sich abermals zeigen, dass 
eine solche immer mit der Doppellinie B gemeinschaftliche Punkte 
besitzen müsse; hätte sie keinen Punkt auf B, so würden die in 
einer durch B gehenden Ebene liegenden n Punkte der Curve noth- 
wendig der in der Ebene befindlichen Erzeugenden anzugehören 
haben. Dies ist unmöglich, weil sodann die Curve eben sein 
müsste, was nur für w < 3 denkbar ist. 



') Es lässt sich im Allgemeinen erkennen, dass wenn von einer Curve Rn 
jjier Ordnung n Punkte in einer Geraden liegen , die Curve eben sein müsse. 
Denn eine durch diese Gerade und einen nicht in ihr liegenden Punkt der 
Curve gelegte Ebene enthält (n + 1) Punkte der Curve und muss demnach alle 
übrigen d. h. die Curve selbst enthalten. 
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Es müssen also nothwendigerweise auf D Punkte der Curve 
liegen und die Zahl der auf jeder Erzeugenden der Fläche F^ 
liegenden Punkte der Curve kleiner als n sein. Sei x die Zahl der 
Punkte der Curve, welche auf 2> liegen und y die Zahl der Punkte, 
welche auf einer Erzeugenden von F^ sich befinden. Dann muss 
selbstverständlich x -\- y = n sein. In jedem Punkte der Doppel- 
linie S schneiden sich zwei geradlinige Erzeugende der Fläche, 
durch welche sich demnach eine Ebene legen lässt. Da nun jede 
der Erzeugenden y Punkte enthält, so wir.d die Ebene 2 y Punkte 
der Curve enthalten und es muss somit 2 y ^ w sein. Hieraus folgt 
sofort, dass 2 o: ^ w sein muss. 

Die Zahl x der auf D befindlichen Punkte einer Curve n^^^ 
Ordnung, welche ganz auf der Regelfläche liegt, ist daher gebunden 
an die Bedingung 2n> 2x^n, 

42. Da eine auf der Kegelfläche F^ liegende Raumcurve ^3 
dritter Ordnung die Doppellinie B zur zweipunktigen und die ein- 
fache Leitlinie S zur einpunktigen Secante hat, während auch alle 
Erzeugenden, der Fläche einpunktige Secanten der Kaumcure sind, 
so kann man eine Regelfläche F^ dadurch erzeugen, dass man eine* 
Gerade so bewegt, dass sie eine Raumcurve dritter Ordnung A3, 
eine ihrer zweipunktigen Secanten D und endlich eine einpunktige 
Secante S fortwährend schneidet. 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie fortwährend 
eine Raumcurve dritter Ordnung, eine zweipunktige 
und eine einpunktige Secante derselben schneidet, so 
erzeugt sie eine Regelfläche dritter Ordnung, für welche 
die zweipunktige Secante die Doppellinie und die ein- 
fache Secante die einfache Leitlinie ist'^ 

Bekanntlich würde ein Hyperboloid entstehen, wenn die beiden 
Leitlinien D und S zweipunktige Secanten von R^ wären. 

Nimmt man zwei zweipunktige Secanten einer Raumcurve R^ 
TäVl Axen zweier Ebenenbüschel und ordnet man diejenigen Ebenen 
einander zu, welche sich auf Punkten der Raumcurve schneiden, so 
erhält man zwei ein - eindeutige d. i. projectivische Büschel, deren 
entsprechende Ebenen sich in den Erzeugenden eines die Raum- 
curve und die beiden Büschelaxen enthaltenden Hyperboloides 
schneiden. 

Nimmt man jedoch eine zweipunktige Secante D von A3 zur 
Axe des einen, und eine nur einpunktige Secante S zur Axe des 
anderen Büschels und lässt man wieder solche Ebenen beider Büschel 
einander entsprechen, welche sich auf der Raumcurve A3 schneiden, 
so erhält man zwei ein-zweideutige Büschel. In der That entspricht^ 
einer Ebene des Büschels D nur eine einzige Ebene des Büschels S 
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weil erstere die Raumcurve ausser in den beiden auf I) liegenden 
Punkten nur noch einmal schneidet. Dagegen schneidet jede Ebene 
des Büschels S die Curve ausser in dem auf S liegenden Punkte 
noch zweimal, wesshalb jeder Ebene des Büschels S ein Ebenen- 
paar des Büschels Z> entspricht. Es ist somit D das zweideutige 
und S das eindeutige Ebenenbüschel. Ihr Erzeugniss ist die im 
letzten Satze erwähnte Regelfläche dritter Ordnung, welche D zur 
Doppellinie und S zur einfachen Leitlinie hat. 

Durch die Gerade S lassen sich zwei Ebenen legen, welche die 
Raumcurve R^ berühren, denen also zusammenfallende Ebenen des 
Büschels D entsprechen. Diese beiden Ebenen sind offenbar die 
Verzweigungsebenen des eindeutigen Büschels. Zu diesen Ebenen 
gelangt man folgendermassen. Aus dem auf S liegenden Punkte 
der Raumcurve Äg, den wir s nennen wollen, ziehen wir Strahlen 
nach allen übrigen Punkten der Curve. Die Gesammtheit dieser 
Strahlen bildet wie bekannt einen Kegel zweiten Grades. Jede 
durch S gelegte Ebene schneidet den Kegel in zwei Kanten, welche 
nach den beiden in der Ebene liegenden Punkten der Raumcurve 
gehen. Die beiden durch S gehenden Tangentialebenen des Kegels 
schneiden ihn in Paaren zusammenfallender Kanten und daher die 
Raumcurve in Paaren zusammenfallender Punkte. Es sind dies so- 
mit die beiden Verzweigungsebenen des eindeutigen Büschels. Be- 
züglich der auf F^ liegenden Raumcurven dritter Ordnung lauten 
diese Ergebnisse folgendermassen: 

„Jede auf einer cubischen Regelfläche liegende 
cubische Raumcurve berührt die Cuspidalebenen in 
Punkten der singulären Erzeugenden." 

Der aus dem auf S liegenden Punkte der Raumcurve über ihr 
construirte Kegel zweiten Grades berührt die beiden Verzweigungs- 
ebenen. 

Der letzte Satz ist ein Specialfall eines allgemeinern früher be- 
wiesenen Satzes. 

43. Unter dem Doppelverhältnisse von vier Punkten einer Raum- 
curve dritter Ordnung versteht man bekanntlich das Doppelverhält- 
niss der vier Ebenen, welche die vier Punkte mit irgend einer 
zweipunktigen Secante bestimmen. Da sich die Raumcurve aus 
zwei solchen Secanten durch projectivische Ebenenbüschel projicirt, 
so ist das Doppelverhältniss von vier Punkten unabhängig von der 
Annahme der zweipunktigen Secante. Betrachten wir nun eine auf 
der Regelfläche F^ liegende Raumcurve R^ dritter Ordnung, so ist 
die Doppellinie D eine zweipunktige und die Leitlinie S eine ein- 
punktige Secante der Curve d. h. auf D liegen zwei Punkte d^y rfj 
und auf S ein Punkt s von R^, Jede durch B gelegte Ebene 6, 
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welche die Erzeugende E der Fläche enthält, schneidet S in einem 
Punkte ßy in welchem auch E die Linie S trifft, und schneidet R^ 
in einem Punkte r, welcher ebenfalls auf E liegt. Es wird daher 
das Doppelverhältniss von vier Punkten (r) der Raumeurve gleich 
dem Doppelverhältniss der vier Punkte {e) sein, welche die vier 
durch erstere gehenden Erzeugenden der Fläche auf der einfachen 
Leitlinie S bestimmen. Die durch D und s gehende Ebene kann 
keineii weiteren Punkt der Raumeurve enthalten, woraus folgt, dass 
die durch s gehende Erzeugende mit der Raumeurve keinen weiteren 
Punkt gemein hat. Demnach: 

„Die Erzeugenden einer Regelfläche dritter Ordnung 
bestimmen auf jeder in der Fläche liegenden Raumeurve 
dritter Ordnung und auf der einfachen Leitlinie S zwei 
projectivische (doppelverhältnissgleiche) Punktsysteme, 
in welchen sich der der Raumeurve und der Leitlinie S 
gemeinschaftliche Punkt projectivisch selbst entspricht.*' 

Dies führt uns umgekehrt zu einer neuen Entstehungsweise 
einer Regelfläche dritter Ordnung; nämlich: 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier projectivischen Punktsysteme, von welchen sich 
eines auf einer Raumeurve R^ dritter Ordnung und das 
andere auf einer einpunktigen Secante S dieser Raum- 
eurve befindet, und wobei sich der gemeinschaftliche 
Punkt beider Träger selbst entspricht, erfüllen eine 
Regelfläche dritter Ordnung, für welche der Träger S 
der geraden Punktreihe die einfache Leitlinie ist.'' 

Um dies nachzuweisen, wollen wir mit öö', bh' zwei Paar 
projectivischer Punkte auf S und A3 bezeichnen, und zwar mögen 
a, b auf A3 und' 0', V auf S liegen. Da sich der den Trägern S 
und A3 gemeinschaftliche Punkt s als s selbst entspricht, so sind 
die beiden projectivischen Systeme durch die drei Punktepaare aa\ 
bb' y ssy vollkommen bestimmt. Jedem Punkte x von R^ wird ein 
Punkt X von S so zugeordnet sein, dass {absx)== {ab'sx') ist, und 
wir fragen dann nach dem Orte der Geraden ^cx\ 

Zieht man die Geraden ööT, bV y so sind dies offenbar einpunk- 
tige Secanten der Curve -^3 und es wird sich somit durch R^ und 
ää/ eine Regelfläche F2 zweiter Ordnung legen lassen. Die Schaar 
von Erzeugenden dieser Fläche, zu denen 'äcP gehört, wird aus ein- 
punktigen Secanten der Raumeurve bestehen, während alle Er- 
zeugenden der anderen Schaar zweipunktige Secanten von R.^ sind. 
Diese Fläche wird von bb' einmal im Punkte b getroffen und wird 
daher noch einen zweiten Punkt ß mit F^ gemein haben. 

Legt man durch diesen Punkt die beiden Erzeugenden von Fj; 
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SO wird eine von ihnen (/>) eine zweipunktige Secante von -ßg sein 
und überdiess auch öö^ schneiden ; weil sie zum System der zwei- 
punktigen Secanten gehört, während ööP jenem der einpunktigen 
Secanten angehört. Nach Früherem werden aber die Erzeugenden 
der Regelfläche F^ dritter Ordnung; für welche- i> die Doppellinie, 
S die einfache Leitlinie ist und welche B^ enthält; auf A3 und S 
zwei projectivische Punktsysteme bestimmen; für welche aa^hl/ySS 
drei Paar entsprechender Punkte sind; daher muss umgekehrt ^3 
der Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte der auf S 
und R^ angenommenen projecti vischen Punktsysteme sein. 

Hiermit wäre unsere Behauptung erwiesen und zugleich ein 
Verfahren angegeben ; wie man die Doppellinie einer so bestimmten 
Regelfläche F^ finden könne. 

Durch die projectivische Beziehung der Punkte einer auf F^ 
liegenden Raumcurve R^ zu den Punkten der einfachen Leitlinie S 
ist jedem Punkte von R^ ein Punkt von S zugeordnet und umge- 
kehrt. Zwfei zugeordnete Punkte liegen auf einer Erzeugenden der 
Regelfläche F^. Betrachtet man die Punkte ä^, e?2 ^^^ RaumcurvC; 
welche auf der Doppellinie D liegen; so werden ihnen zwei Punkte 
d{j ^2^^^ ^ entsprechen und es werden d^d^ , d^d^ Erzeugende 
der Regelfläche sein. Die Ebene {Dd{) trifft R^ ausser in d^ und 
^2 noch in einem unendlich nahe bei d^ liegenden Punkte und ist 
somit die durch D gehende Tangentialebene der Raumöarve im 
Punkte d^. Da sie die durch df, gehende Erzeugende 0?^ J^' von F^ 
enthält, so ist sie auch eine von den beiden Tangentialebenen der 
Regelfläche im Punkte d^. 

Durch jeden der beiden Punkte d^jd^, z. B. durch ersteren 
geht ausser der schon betrachteten Erzeugenden d^d^ der Regel- 
fläche noch eine zweite Erzeugende; welche nothwendiger Weise 
die Raumcurve ^3 in einem zweiten von d^ verschiedenen Punkte 
schneiden musS; lyelche also eine Secante der Raumcurve ist. 

Wir sehen also, dass eine auf ^3 befindliche Raumcurve dritter 
Ordnung in jedem der beiden auf D liegenden Punkte eine Tangen- 
tialebene der Fläche ^3 berührt; während sie [diö in der zweiten 
liegende Erzeugende zur zweipunktigen Secante hat. 

44. Schreiten wir nun zur Untersuchung der verschiedenen Fälle, 
in welchen eine Raumcurve dritter Ordnung auf der Regelfläche er- 
zeugt werden kann. 

Die ebenen Curven dritter Ordnung entstehen als Schnitte der 
Regelfläche F^ mit Ebenen und demnach werden wir die Raum- 
curven dritter Ordnung unter den Schnitten der Regelfläche mit 
Flächen zweiter Ordnung zu suchen haben. 

Der Schnitt einer Fläche F^ zweiter Ordnung mit der Fläche F^ 
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ist im Allgemeinen eine Curve sechster Ordnung, welche (nach 
Art. 39.) zwei Doppelpunkte auf der Doppellinie B besitzt. 

Soll diese Schnittlinie in einen Bestandtheil dritter Ordnung 
zerfallen, so ist nothwendig, dass der andere Bestandtheil ebenfalls 
dritter Ordnung sei, also abermals eine Raumcurve dritter Ordnung 
oder eine Gerade mit einem Kegelschnitt oder drei Gerade. 

Wenden wir uns zunächst zu dem letzten Falle, wo eine Fläche 
F^ zweiten Grades drei Gerade mit der Regelfläche F^ gemein hat. 
Es lässt sich leicht einsehen, dass wenn es drei Erzeugende wären, 
sich keine zwei schneiden dürfen; denn wäre dies der Fall, so 
müsste ihr Schnittpunkt nothwendig auf D liegen und eine von den 
beiden sich schneidenden Erzeugenden müsste auch die dritte den 
Flächen F,^ und F^ gemeinsame Erzeugende schneiden, was nicht 
angeht. 

Man kann also nur durch drei windschiefe Erzeugende einer 
Regelfläch^ dritter Ordnung eine Fläche F.^ zweiten Grades legen. 
Eine solche Fläche muss aber nothwendigerweise die Doppellinie D 
und die einfache Leitlinie S enthalten, da diese zwei Geraden von 
jeder der drei Erzeugenden der ^3 geschnitten werden. Hieraus 
folgt aber sofort, dass dann die Fläche F^ mit der Fläche F^ keine 
weiteren Punkte gemein haben könne; denn der Gesammtschnitt, 
welcher von der sechsten Ordnung ist, besteht hier aus der doppelt 
zu zählenden Linie D und aus vier weiteren einfachen Geraden, 
nämlich S und den drei Erzeugenden von F^ , durch welche ^2 ^^^" 
durchgeht. Umgekehrt lässt sich leicht nachweissen, das jede durch 
die beiden Leitlinien D und S gehende Fläche F^ zweiten Grades 
drei Erzeugende mit der Regelfläohe ^3 gemeinschaftlich habe. 

Nimmt man nämlich an, dass die Fläche ^2 durch i>, S und 
die Gerade G (welche mit D und S windschief ist) hindurchgehe, 
so wird sie von den sämmtlichen, die drei Linien G, S, D schneiden- 
den Geraden gebildet. Nun schneidet G die Fläche in drei Punkten, 
durch deren jeden eine Erzeugende von F^ geht, welche aber, da 
sie auch D und S schneidet, zugleich eine Erzeugende der Fläqhe F^ 
sein wird. Wir finden demnach: 

„Jede durch die beiden Leitlinien/?, S einer cubischen 
Regelfläche gehende Fläche zweiten Grades hat mit 
ersterer ausser D und S noch drei gerade Erzeugende 
gemeinschaftlich.'^' 

Zugleich sehen wir, dass keine vier Erzeugenden von F^ auf 
einer Fläche zweiten Grades liegen können, ohne dass F^ in eine 
solche Fläche zweiten Grades überginge. 

Von besonderem Interesse unter den Flächen zweiten Grades, 
welche mit F^ drei Erzeugende gemein' haben, sind jene, welche 
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durch drei unmittelbar auf einander folgende Erzeugende hindurch- 
gehen, d.h. die Schmiegungshyperboloide der Fläche. Der vorher- 
gehende Satz auf diese angewendet lautet : 

„Alle Schmiegungshyperboloide einer cubischen Re- 
gelfläche enthalten die doppelte und die einfache Leit- 
linie der Fläche." 

Das Hyperboloid, welches sich der Regelfläche längs der Er- 
zeugenden E anschmiegt, enthält diese Erzeugende und die beiden 
unmittelbar auf sie folgenden E'y E\ Durch jeden Punkt p von E 
lässt sich €jjne Transversale T legen, welche E und E' resp. in p' 
und p" schneidet. Diese Gerade T ist sonach eine durch p gehende 
Gerade, welche ausser p noch zwei zu p unendlich nahe Punkte 
mit F^ gemein hat, also die Inflexionstangente der Regelfläche im 
Punkte p. Die zweite Inflexionstamgente dieses Punktes ist die 
durch ihn gehende Erzeugende E, 

Offenbar ist aber T eine Erzeugende des Schmiegungshyperbo- 
loides von E und zwar eine zum Systeme der Geraden i>, S gehörige, 
wodurch wir zu folgendem, theilweise für alle Regelflächen, wie 
bekannt, geltenden Satz gelangen: 

„Die Inflexionstangenten der Regelfläche /'g in Punk- 
ten einer Erzeugenden erfüllen ein durchi> und>Sgehen- 
des Hyperboloid, nämlich das Schmiegungshyperboloid 
der Erzeugenden." 

Wir können dem Satze auch folgende Form geben, wenn wir 
uns gegenwärtig halten, dass die Inflexionstangente eines. Punktes 
der Regelfläche die Tangente des durch ihn gehenden, mit seiner 
Erzeugenden in einer Ebene liegenden Kegelschnittes der Fläche ist. 

„Die Tangenten der der Regelfläche ^^3 eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, deren Ebenen durch eine Erzeu- 
gende gehen, in Punkten dieser Erzeugenden erfüllen 
ein Hyperboloid, welches B und S enthält und das 
Schmiegungshyperboloid für die betreffende Erzeugende 
darstellt." 

45. An die im vorhergehenden Artikel betrachteten Flächen 
zweiten Grades, welche mit der Regelfläche ^3 einen in Gerade 
zerfallenden Ort dritter Ordnung und einen weiteren solchen Ort 
dritter Ordnung gemein haben, schliessen sich -jene Flächen F^ an, 
welche die Doppellinie D und eine Erzeugende E der Regelfläche 
F^ enthalten. Der Schnitt einer solchen quadratischen Fläche wird 
aus der Doppellinie der Erzeugenden E und einer Raumcurve R^ 
dritter Ordnung bestehen. Die beiden Punkte, welche A3 mit D 
gemein haben wird, lassen sich als zwei Doppelpunkte zweier ein- 
zweideutigen Punktsysteme auf D darstellen. 
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Legt man nämlich durch D irgend eine' Ebene, so schneidet 
diese F^ und F^ in je einer Erzeugenden, welche auf D je einen 
Punkt bestimmcD. Ordnet man diese Punkte einander zu, so er- 
hält man zwei einzweideutige Punktreihen (weil durch jeden Punkt 
von J) zwei Erzeugende von F^ hindurchgehen), für welche der Schnitt- 
punkt von D und E ein Doppelpunkt ist. Die beiden anderen 
Doppelpunkte sind die Schnittpunkte von R^ mit D. 

Wenn die Fläche F^ zweiten Grades die einfache Leitlinie S 
und zwei (i? in verschiedenen Punkten schneidende) Erzeugende E, 
E^ der Kegelfläche F^ enthält, so wird der übrige Schnitt offenbar 
auch eine Raumcurve B^ dritter Ordnung sein , welcher die Doppel- 
linie D in jenen zwei Punkten begegnet, in welchen sie von den 
beiden Erzeugenden E, E^ geschnitten wird. Der Punkt der ßaum- 
curve ^3, welcher auf der einfachen Leitlinie S liegt, lässt sich leicht 
als einer der drei Doppelpunkte zweier auf S auftretender ein-zwei- 
deutiger Punktreihen darstellen. Jede durch S gelegte Ebene schneidet 
nämlich ^^3 in einem Paare von Erzeugenden (welche auf S ein Punkte- 
paar bestimmen) und die Fläche F^ in einer Erzeugenden, welche 
auf S einen Punkt bestimmt. Wenn man nun den letzteren dem 
ersterwähnten Punktepaare zuordnet, so ergeben sich auf S zwei 
einzweideutige Punktreihen, für welche die durch E und E^ auf S 
bestimmten Punkte zwei Doppelpunkte sind. Der dritte Doppel- 
punkt ist dann der auf S liegende Punkt der Raumcurve A3. 

Schliesslich kann der Schnitt der Regelfläche F^ mit einer Fläche 
zweiten Grades in eine Raumcurve dritter Ordnung, einen Kegel- 
schnitt und eine Erzeugende, oder in zwei Raumcurven dritter 
Ordnung zerfallen. 

Was den letzten Fall betrifft, so kann er auch folgendermassen 
in Form eines Satzes ausgesprochen werden: 

„Legt man durch eine auf F^ befindliche Raumcurve 
A3 dritter Ordnung eine Regelfläche zweiten Grades, so 
schneidet diese die Regelfläche dritten Grades in einer 
zweiten Raumcurve R^ dritter Ordnung, welche auf D 
dieselben zwei Punkte wie R^ bestimmt." 

Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass der Gesammt- 
schnitt auf 3 zwei Doppelpunkte besitzen müsse. 

46. Bekanntlich kann man durch jede Raumcurve dritter Ordnung 
und eine einpimktige Secante derselben immer eine Fläche zweiten 
Grades legen. 

Liegt auf F^ die cubische Raumcurve R^, so ist jede Erzeugende 
der Fläche eine einpunktige Secante der Raumcurve, und folglich 
wird man durch A3 und eine solche Erzeugende E eine Fläche 
zweiten Grades hindurchlegen können. Dann folgt aber sofort, dass 
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die Doppellinie D dieser Fläche angehören müsse, weil sie mit ihr 
drei Punkte gemeinschaftlich hat; nämlich die beiden Schnittpunkte 
von L mit B^ und den Schnittpunkt von D mit E. Eine solche durch 
Äg gelegte Fläche zweiten Grades wird daher ausser dieser Curve, 
der Doppellinie D und der Erzeugenden E keinen weiteren Schnitt 
mit F^ gemein haben können. 

Auch die einfache Leitlinie S der Regelfläche ^3 ist eine ein- 
punktige Secante jeder auf F^ liegenden Raumcurve A3. Man wird 
daher durch eine solche Curve und die Leitlinie S eine Fläche F^ 
legen können, welche ausser A3 und S noch einen Ort zweiter Ordnung 
mit ^3 gemein haben muss. Nun lässt sich leicht zeigen, dass dies 
ein Paar Erzeugender der Fläche F^ sein müsse. Nach Art. 43 ist 
eine von den, durch jeden der beiden auf B liegenden Punkte der 
Curve R^ gehenden Erzeugenden E^^ E^ der Regelfläche eine zwei- 
punktige Secante der Curve und folglich wird eine solche Erzeu- 
gende mit der betrachteten Fläche F^ drei Punkte gemein haben; 
nämlich erstlich die beiden auf R^ liegenden Punkte und dann noch 
jenen, in welchem diese Erzeugende die einfache Leitlinie S trifft. 
Es werden sonach die beiden Erzeugenden von F^, welche zwei- 
punktige Secanten von R^ sind, der durch R^ und S gelegten F^ 
angehören und mit Ro und S den vollständigen Durchschnitt beider 
Flächen darstellen. Durch eine Raumcurve dritter Ordnung und 
eine zweipunktige Secante derselben kann man unendlich viele 
Flächen zweiter Ordnung legen, welche ein Büschel bilden. Durch 
die Raumcurve und je zwei ihrer zweipunktigen Secanten geht nur 
eine Fläche zweiter Ordnung. Unsere auf i^g liegende Raumcurve jßg 
besitzt drei zweipunktige Secanten, welclie auch der Fläche ^3 ange- 
hören. Es ist dies erstlich die Doppellinie D und die beiden Er- 
zeugenden ^2; ^2' 

Mit jeder dieser Secanten bestimmt R^ ein Flächenbüschel zweiter 
Ordnung und mit je zweien von ihnen eine Fläche zweiter Ordnung. 

Jede Fläche des Flächenbüschels {R^ D) wird mit F^ eine Gerade, 
also eine Erzeugende gemein haben und umgekehrt geht durch jede 
Erzeugende der Fläche F^ eine Fläche des Büschels; denn wenn 
eine Fläche des Büschels durch den Punkt p von F^ hindurchgeht, 
so enthält sie dio durch p gehende Erzeugende P von F^y da P mit 
der Fläche des Büschels die drei Punkte p, {PD) und {PR^) ge- 
naein hat. 

Jede Fläche des Büschels (A3 E^ hat mit F^ noch einen Kegel- 
schnitt ^2 gemeinschaftlich. Sind r und r die auf D liegenden Punkte 
von i?3, so muss der Gesammtschnitt in diesen Punkten Doppel- 
punkte besitzen. Da nun R^ und E^ durch r einfach hindurchgehen 
und R^ auch r' enthält, so musö C^ durch r hindurchgehen und da 

WisYR, Theorie. 6 
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A3 in r' die Ebene {DE{) berührt, so muss C^ in r die Ebene (J) E^) 
berühren und folglich muss die Ebene von C^ durch E{ hindurch- 
gehen. 

Umgekehrt lässt sich leicht zeigen, dass die Fläche des Büschels 
{E2 A3), welche durch den beliebigen Punkt p von F^ hindurchgeht, 
den in der Ebene {p E{) liegenden Kegelschnitt C^ mit F^ gemein 
hat. Der Kegelschnitt C^ geht nämlich durch J9 , r und durch die 
zwei ausser r' auftretenden Schnittpunkte von R^ mit der Ebene 
(^pE{)y SO wie schliesslich durch den Schnitt dieser Ebene mit der 
Erzeugenden E^. Er besitzt daher fünf gemeinsame Punkte mit der 
durch p gehenden Fläche des Büschels und liegt somit ganz in dieser 
Fläche. 

Ganz Aehnliches gilt für das Ebenenbüschel {E^ B^). Die Flächen 
desselben bestimmen mit ^"3 Kegelschnitte, deren Ebenen durch E^ 
hindurchgehen. 

Wenn man also durch eine auf F^ liegende Raumcurve B^ eine 
Regelfläche zweiter Ordnung legt, welche keine der auf F^ liegen- 
den Geraden enthält, so wird sie F^ ausser in B^ noch in einer 
zweiten solchen Curve A3' schneiden, von welcher wir schon früher 
gesagt haben, dass sie der ersteren in zwei Punkten der Doppel- 
linie D begegnet. Jede der beiden Curven A3, B^' berührt in einem 
solchen Punkte auf J) eine der beiden in diesem Punkte die F^ be- 
rührende Ebene und besitzt die durch den Punkt gehende in dieser 
Berührungsebene nicht liegende Erzeugende der Regelfläche zur 
zweipunktigen Secante. 

47. Eine auf der Regelfläche F^ befindliche Raumcurve vierter 
Ordnung kann von der ersten oder der zweiten Art sein. Wir wollen 
diese Raumcurve dadurch näher unterscheiden, dass wir eine von 
der ersten Art mit ^4^ und eine von der zweiten Art mit B^^ be- 
zeichnen. 

Beide Curvenarten unterscheiden sich, wie bekannt, durch wesent- 
liche Merkmale. 

Während sich durch eine Curve B^^ der ersten Art unendlich 
viele Flächen zweiten Grades legen lassen (ein Flächenbüschel bil- 
dend), kann man durch eine Curve B^^ der zweiten Art immer nur 
eine einzige Fläche zweiten Grades legen. 

Eine Curve B^^ besitzt keine dreipunktige Secante^) d. h. es 
gibt keine Gerade, welche mit B^^ drei Punkte gemein hätte; da- 
gegen besitzt eine Curve ^4^ unendlich viele solcher dreipunktiger 
Secanten, welche die eine Schaar von Erzeugenden der durch die 
Curve gehenden Fläche zweiten Grades bilden. 



*) Gewöhnlich „Linie durch drei Punkte" genannt. 
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Durch jeden Punkt des Raumes gehen zwei zweipunktige Secanten 
einer Curve R^^ erster Art, dagegen drei solche einer Curve R^^ 
zweiter Art. 

Diese Eigenschaften sind wohl die wesentliohsten, welche die 
beiden Curvenarten kennzeichnen und von einander unterscheiden. 

Aus Artikel 41 folgt sofort, dass die Doppellinie D für jede auf 
der Regelfläche F^ liegende Raumcurve vierter Ordnung mindestens 
eine zweipunktige Secante sein müsse. Natürlich kann D höchstens 
eine dreipunktige Secante einer solchen Curve sein. 

Ist D für eine auf ^3 liegende Curve vierter Ordnung eine zwei- 
punktige Secante, so können zwei Fälle eintreten; entweder sind 
die beiden auf D liegenden Punkte der Curve verschieden oder aber 
die Curve hat auf J) einen Doppelpunkt. Aehnliches kann auch 
dann eintreten, wenn D eine dreipunktige Secante der Curve ist. 
In diesem Falle können nämlich entweder die drei auf D liegenden 
Punkte sämmtlich verschieden sein, oder aber die Curve besitzt auf 
D einen Doppelpunkt und einen einfachen Punkt. 

Da sich durch jede Curve vierter Ordnung wenigstens eine Fläche 
zweiten Grades legen lässt und diese dann mit F^ ausser der Curve 
R^ noch einen Ort zweiter Ordnung gemein haben muss, so werden 
wir die einzelnen auf F^ liegenden Curven vierter Ordnung erhalten, 
wenn wir durch, auf F^ liegende Oerter zweiter Ordnung Flächen 
zweiten Grades hindurchlegen. Die auf F^ liegenden Oerter zweiten 
Grades können repräsentirt werden durch : a) einen Kegelschnitt C^, 
b) zwei windschiefe Erzeugende E, F" der Regelfläche, c) zwei sich 
in einem Punkte von 2?. schneidende Erzeugende, d) durch eine Er- 
zeugende und die einfache Leitlinie S und endlich e) durch die 
Doppellinie D der Regelfläche. 

Wenn man sich den Satz vor Augen hält, dass der vollständige 
Durchschnitt der Regelfläche F^ mit einer Fläche zweiten Grades 
im Allgemeinen eine Curve sechster Ordnung ist, welche 'die Schnitt- 
punkte der Doppellinie J) mit der Fläche zweiten Grades zu Doppel- 
punkten hat, so kann man die oben aufgezählten Fälle leicht er- 
ledigen, a) Die Fläche F2 enthält einen Kegelschnitt €2 der Regel- 
fläche F^, Der Kegelschnitt C2 schneidet die Doppellinie J) in einem 
Punkte d^y und die Fläche F2 trifft D in demselben und noch in 
einem zweiten Punkte Jj- Hieraus folgt, dass der übrige Schnitt 
von F2 mit ^3 eine Curve vierter Ordnung sei, welche in d2 einen 
Doppelpunkt und in d^ einen einfachen Punkt besitzt. 

Für diese Curve R^ ist also so zu sagen die Doppellinie B eine 
dreipunktige Secante. Das Auftreten eines Doppelpunktes jedoch 
gestattet, durch diese Curve trotzdem unendlich viele Flächen zweiten 
Grades zu legen. Der Kegelschnitt Cj, welcher J) in d^ trifft, wird 

6* 
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in seiner Ebene eine der beiden durch diesen Pankt gehenden Er- 
zeugenden enthalten ; welche wir £^ nennen wollen. Die Ourve B^ 
wird nach dem^ was wir über die Schnitte der Begelflache im Allge- 
meinen gesagt haben ^ die durch £^ und B gehende Ebene in d^ be- 
rühren. Projicirt man also die Curve ^4 aus ihrem Doppelpunkte 
d^f so erhält man offenbar einen Kegel zweiten Grades, da jede 
durch d^ gehende Ebene nur mehr zwei Punkte der Raumcurve 
enthält. Da dieser Kegel die Doppellinie als Kante enthält (weil 
auf i> der Punkt d^ von B^ liegt), so wird er mit /g keine weiteren 
Punkte gemein haben. Ueberdiess folgt aus dem oben Gesagten, 
dass dieser Kegel die Ebene {D E^) in der Doppellinie D berühre, 
weil diese Ebene von der Leitlinie B^ in d^ berührt wird und durch 
den Kegelscheitel d^ hindurchgeht. 

Legt man nun durch einen zweiten Kegelschnitt C^y welcher 
mit E^ in der nämlichen Ebene liegt, durch den Doppelpunkt d^ 
der Curve B^ und durch drei weitere beliebig auf ihr gewählte Punkte 
eine zweite Fläche F^ zweiten Grades, so lässt sich leicht zeigen, 
dass diese die Curve B^ enthalten müsse. Bezeichnen wir für den 
Augenblick den Schnitt von F^ und F^ mit i?/ und projiciren wir 
denselben ebenfalls aus ^2 durch einen Kegel zweiten Grades, so 
wird dieser erstlich D als Kante und gleichfalls die Ebene {D E^ 
als Tangentenebene besitzen, femer wird er mit dem Kegel, in dem 
sich A4 projicirt, die drei Kanten gemein haben, welche nach den 
drei auf B^ beliebig gewählten Punkten gehen. Beide Kegel sind 
sonach identisch und folglich auch die Curven B^ und Ä^, wie be- 
hauptet wurde. 

Die einzelnen durch die Curven B^ gelegten Flächen zweiten 
Grades werden somit die Regelfläche F^m den Kegelschnitten schnei- 
den, welche in den Ebenen des Ebenenbüschels E^ liegen. 

Jede Erzeugende der Kegelfläche F^ schneidet die durchzugehende 
F2 in zwei Punkten, von denen der eine auf dem Kegelschnitte liegt, 
welchen F^ und F^ gemeinsam haben, und der zweite befindet sich 
auf A4. Man findet also, dass die Erzeugenden der Regelfläche ein- 
punktige Secanten der Curve B^ sind. 

Gleichzeitig ergibt sich, dass eine Curve B^ der betrachteten 
Art bestimmt ist, wenn man ihren Doppelpunkt d^, den auf D lie- 
genden Punkt d^ und drei weitere Punkte der Curve kennt. Und 
zwar lassen sich durch diese Punkte zwei Curven B^ legen, von 
denen je eine, eine der Tangentialebenen des Punktes d^ berührt. 

b) Die Fläche F^ enthält zwei windschiefe Gerade E^y E{ der 
Regelfläche dritter Ordnung. Jede der Erzeugenden J5^,, E^' hat einen 
auf D liegenden Punkt d^^d^^ woraus nach Früherem folgt, dass 
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die Schnittcurve B^ von F2 und F^ diese Punkte zu einfachen Punk- 
ten besitzt und folglich die Doppellinie B eine zweipunktige Secante 
von A4 ist. Durch di^ beiden Punkte di, d^ gehen nur noch zwei 
Erzeugende E^) ^2 ^^sp. der Regelfläche F^. Dife Ebenen {D E^, 
{D E2) werden dann in den Punkten d^ , d^ von der Curve A4 
berührt. 

Dass A4 eine Curve vierter Ordnung zweiter Art ist, folgt un- 
mittelbar daraus, dass jede mit E^ und E2 zu demselben Systeme 
gehörige Erzeugende von F^ die Fläche F^ in drei, der Curve B^ 
angehörigen P^^mkten schneidet. Die Erzeugenden dieses Systemes 
sind also wirklich dreipunktige Secanten von B^ und folglich ist 
diese eine B^^. 

Ebenso zeigt man, dass die Erzeugende E^, E{ dreipunktige 
Secanten der Curven seien. Es möge der Beweis für eine von ihnen 
z.B. für E^ durchgeführt werden, da er ungeändert auch für die 
zweite gilt. 

Jede durch E^ gehende Ebene cc berührt F^ in einem Punkte a 
und F2 in einem Punkte a\ welche zwei Punkte mittelst der Ebene 
a projectivisch auf einander bezogen sind. Die Ebene a schneidet 
F.^ in einem durch a gehenden Kegelschnitte C^ und F^ in einer 
durch a' gehenden Geraden G. Der Punkt, in welchem a die Er- 
zeugende E2 trifft, wird selbstverständlich ein gemeinschaftlicher 
Punkt von C^ und G sein, während der zweite Schnittpunkt dieser 
zwei Linien unserer Curve B^ angehört. Es wird nun zweimal ge- 
schehen, dass ein Punkt a mit seinem projectivisch entsprechenden 
Punkte d zusammenfallt; dann wird aber der der Curve B^ ange- 
hörige Schnittpunkt von G und C^ auf E^ fallen. Da nun E^ über- 
diess den auf D liegenden Punkt d^ mit B^ gemeinschaftlich hat, so ist 
nachgewiesen, dass E^ wirklich eine dreipunktige Secante von ^4^ ist. 
Dasselbe gilt von E^' Während also alle Erzeugenden von F^ zwei- 
punktige Siecanten von B^ sind, bilden E^ und E2 eine Ausnahme 
und sind dreipunktige Secanten. 

Die sämmtlichen mit E^ und E^ zu demselben Systeme gehörigen 
Erzeugenden von F2 sind auch dreipunktige Secanten von B^'^. Die 
einfache Leitlinie S hat keinen Punkt mit ^4^ gemein. 

c) Die Fläche F2 geht durch die beiden sich im Punkte d von 
D schneidenden Erzeugenden E^^ E2 d. h. sie berührt im Punkte d die 
Ebene (^„ E^. 

Wenn F2 kein Kegel ist, so wird sie 1) in einem weiteren Punkte 
d^ schneiden, welcher nach Früherem ein Doppelpunkt der Curve B^ 
sein muss. Wir haben also einen ähnlichen Fall vor uns, wie in (a), 
welcher sich nur dadurch unterscheidet, dass hier die Raumcurve B^ 
ausser d^ keinen weiteren Punkt mit der Doppellinie D gemein hat. 
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Die Erzeugenden von F^ sind zweipunktige Secanten von R^ und nur 
die beiden durch rf, gehenden Erzeugenden schneiden sie ausser in 
(dem doppelt zu zählenden) d^ noch einmal. Die einfache Leitlinie 
S hat mit R^ keinen Punkt gemefnschaftlich. 

Ist F2 eine Kegelfläche, so ändert diess am Ganzen nichts, nur 
dass der Punkt d^ mit d zusammenfallt. n 

d) Die Fläche F^ enthält eine Erzeugende E^ und die einfache 
Leitlinie S der Regelfläche F^. 

Wenn d der auf D liegende Punkt von E^ ist, so wird er ein 
einfacher Punkt von R^ sein, während der ausser d auftretende Schnitt- 
punkt d^ von D mit F2 ein Doppelpunkt von R^ sein muss. E^ und 
S sind in diesem Falle zweipunktige Secanten der Schnittcurve A4, 
während die übrigen Erzeugenden einpunktige Secanten sind. 

e) Endlich ist der Fall zu betrachten, in welchem F^ die Dop- 
pellinie allein enthält. 

Wieder ist klar, dass der auftretende Schnitt R^ eine Curve der 
zweiten Art sein müsse, da auf jeder mit D zu demselben Systeme 
gehörigen Erzeugenden drei Punkte von R^ liegen, nämlich die drei 
Schnittpunkte der Erzeugenden mit F^. Die Doppellinie D ist auch 
eine dreipunktige Secante, deren drei Schnittpunkte mit R^ man fol- 
gendermassen bestimmen kann. 

Jede durch D gehende Ebene schneidet F2 und /'g in je einer 
Geraden, welche Gerade auf D ein Punktepaar bestimmen. Ordnet 
man die Punkte dieses Paares einander zu, so erhält man, weil 
durch jeden Punkt von D zwei Erzeugende von F^ und eine von F^ 
hindurchgehen, zwei ein-zwei-deutige Punktreihen auf i>, deren drei 
Doppelpunkte die Schnittpunkte von D mit R^ sind. 

Für diese Raumcurve sind die Erzeugenden der Regelfläche ein- 
punktige Secanten, während S eine zweipimktige ist. 

48. Es ist bemerkenswerth, dass man umgekehrt eine Raum- 
curve ^4^ vierter Ordnung zweiter Art zur Construction einer Regel- 
fläche F^ dritter Ordnung auf unenfllich viele Arten verwenden kann. 

Nimmt man nämlich eine dreipunktige und eine zweipunktige 
Secante resp. B, S zu Axen zweier Ebenenbüschel, und lässt man 
zwei Ebenen , welche sich in einem Punkte von ^4^ schneiden, 
einander entsprechen, so erhält man oflfenbar zwei ein-zwei-deutige 
Ebenenbüschel, deren Erzeugniss eine durch ^4^ gehende Regelfläche 
F^ dritter Ordnung sein wird, welche D zur Doppellinie und S zur 
einfachen Leitlinie besitzt. Wir können demnach sagen: 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie fortwährend 
eine Raumcurve ^4^ vierter Ordnung zweiter Art, ferner 
eine ihrer dreipunktigen und eine zweipunktige Secante 
schneidet, so beschreibt sie eine Regelfläche F^ dritter 
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Ordnung, für welche die dreipunktige Secante die Dop- 
pellinie und die zweipunktige Secante die einfache Leit- 
linie ist/* 

49. Aus den Betrachtungen des vorvorhergehenden Artikels er- 
gibt sich, dass eine eigentliche Curve vierter Ordnung erster Art 
auf der Fläche i^g nicht liegen könne. Denn in der That haben 
wir erkannt; dass eine Curve vierter Ordnung, welche auf der Regel- 
fläche F^ liegt und durch welche sich ein Flächenbüschel zweiter Ord- 
nung legen lässt, nothwendigerweise einen Doppelpunkt auf der 
Doppellinie besitzen müsse. 

Wir wollen nun untersuchen, durch wieviel Punkte eine von 
den bisher betrachteten Curven der Fläche F-^ bestimmt sei. 

Da durch jeden Punkt der Fläche F^, falls er nicht auf der 
Doppellinie oder der einfachen Leitlinie liegt, eine einzige Erzeu- 
gende der Fläche hindurchgeht und die Erzeugenden die einzigen 
auf der Fläche liegenden Linien erster Ordnung» sind (hierbei schlies- 
sen wir die Doppellinie D und die einfache Leitlinie S aus), so können 
wir sagen: 

„Durch jeden Punkt der Fläche ^3 geht eine einzige auf 
derFläche liegende Gera de — die Erz engende — hindurch." 

Durch jeden Punkt der einfachen Leitlinie geht ausser dieser 
eine einzige Erzeugende der Fläphe und durch jeden Punkt der 
Doppellinie gehen ausser dieser zwei Erzeugende hindurch. 

Schreiten wir zu den auf -F3 liegenden Kegelschnitten. Die 
Ebene eines solchen Kegelschnittes ist eine Tangentialebene der 
Fläche und berührt dieselbe in dem Schnittpunkte des Kegelschnittes- 
mit der in seiner Ebene liegenden Erzeugenden der Fläche. 

Durch jeden Punkt a der Fläche, welcher nicht auf J) oder S 
liegt, gehen unendlich viele Kegelschnitte hindurch, deren Ebenen 
einen Kegel K2 zweiten Grades umhüllen, nämlich den der Fläche 
aus dem Punkte a umschriebenen Kegel. 

Durch je, zwei Punkte a, b der Fläche lässt sich ein einziger 
Kegelschnitt legen; es ist nämlich jener, welcher in der Ebeüe liegt, 
die durch die Gerade ab und jene Erzeugende der Fläche hindurch- 
gelegt werden kann, welche durch den dritten Schnittpunkt von ab 
hindurchgeht. ♦ 

Man kann also die sämmtlichen durch einen Punkt a gehenden 
Kegelschnitte als ein „Kegelschnittsbüschel" bezeichnen und 
a als den Scheitel des Büschels betrachten. 

Durch jeden Punkt der Fläche geht ein Kegelschnitt des Bü- 
schels ; unter den Kegelschnitten befindet sich ein Grenzfall , welcher 
von der durch den Büschelscheitel gehenden Erzeugenden und der 
einfachen Leitlinie S der Fläche dargestellt wird. 
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Unter dem DoppelverhältnisB von vier Kegelschnitten des Bii- 
seheis kann man das Doppelverhältniss ihrer vier Tangenten im 
Scheitel verstehen. 

„Das Doppelverhältniss von vier Kegelschnitten 
eines Büschels ist gleich dem Doppelverhältniss der vier 
Ebenen der Curven." 

Sei t der als Scheitel des Büschels auftretende Punkt der Re- 
gelfläche F3 und ^25 -^2> ^29 ^1 söiöi^ . vi^r durch / gehende Kegel- 
schnitte ^ ferner a^ß^y^d deren Ebenen imd 9 die Tangentialebene 
der Regelfläche im Scheitel t. Die vier Tangenten der Kegelschnitte 
im Punkte / seien A^y B^j C^y B^. 

Die fünf Ebenen a,/3,y,d,0 berühren nach Früherem den der 
Fläche F^ aus dem Punkte / umschriebenen Kegel, welcher von der 
zweiten Ordnung ist. Hieraus folgt nach bekannten Principien 
sofort : 

also auch: 

{^A^B^C^B^= ((Xyß,y,d) w. z. b. w. 

„Die Kegelschnitte eines Büschfels t bestimmen auf 
jeder Erzeugenden eine dem Büschel projectivische 
Punktreihe/^ 

Seien A^^B^yC^jB^ vier Kegelschnitte des Büschels t\ ayb,Cyd ihi:e 
vier Schnittpunkte mit irgend einer Erzeugenden E der Fläche *). Da 
die Ebene a,ß,yyd der vier Kegelschnitte T«angentialebenen des aus / 
der Fläche umschriebenen Kegels zweiter Ordnung sind, und E die- 
sen Kegel ebenfalls berührt, so folgt unmittelbar: 

# {ayby c, d) = (a, ß, y, d) = {A^y B^, C^, B^) w. z. b. w. 

„Die Kegelschnitte eines Büschels t bestimmen auf 
zwei Erzeugenden der Fläche zwei projectivische Punkt- 
reihen/^ 

Diess folgt unmittelbar aus dem Vorhergehenden, da jede der 
beiden so entstehenden Punktreihen projectivisch ist mit dem er- 
wähnten Kegelschnittsbüschel. 

Die Kegelschnitte eines Büschels und die in ihren 
E^benen liegenden Erzeugenden der Fläche bilden zwei 
projectivische Systeme.^' 

Wenn A^'y B^y C^'y B^ die Erzeugenden der Regelfläche sind, 
welche in den Ebenen a, ßy y, 8 der vier Kegelschnitte A^y B^ C^y B^ 



*) Während zwei auf JPg Hegende Gerade im Allgemeinen keinen Punkt ge- 
mein haben, schneiden sich zwei Kegelschnitte der Fläche im Allgemeinen nur 
in einem Punkte und ebenso hat eine Erzeugende mit einem Kegelschnitte im 
Allgemeinen nur einen Punkt gemein. 
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des Büsshels i liegen, so ist unter dem Doppelverhältniss der vier 
Erzeugenden dasjenige der vier Schnittpunkte a^^ b^'y c^\ ä^ der- 
selben mit der einfachen Leitlinie S zu verstehen. Nun ist aber S 
eine Tangente des der Fläche F^ aus / umschriebenen Kegels zwei- 
ter Ordnung und a\ b'\ c", d' sind ihre Schnittpunkte mit den Ebenen 
a,/3,y,tf desselben Kegels, folglich ist wirklich: 

w. z. b. w. 

„Lässtman sich also diejenigen Kegelschnitte zweier 
Büsc|hely, entsprechen, derenEbenendieselbeErzeugende 
enthalten, so sind die beiden Büschel in projectivischer 
Beziehung. Der beiden Büscheln gemeinschaftliche Ke- 
gelschnitt entspricht sich dabei selbst/' 

Man könnte diese projectivische Beziehung der beiden Büschel 
als einen speciellen, der perspectivischen Beziehung ebener Strahlen- 
büschel analogen Fall bezeichnen. 

50. Projicirt man eine auf der Eegelfläche liegende Raumcurve 
dritter Ordnung A3 aus einem Punkte der Doppellinie />, so ergibt 
sich ein Kegel dritter Ordnung, für welchen D eine Doppelkante ist, 
weil diese Linie die durch gehende zweipunktige Secante der 
Raumcurve B^ darstellt. Der Kegel wird auch, die beiden durch 
gehenden Erzeugenden 0^, 0^ der Regelfläche als einfache Kanten ent- 
halten und wird daher ausser R^, D und Oj, 0^ keinen weiteren 
Schnitt mit der Regelfläche liefern. Denn D gilt für einen Bestand- 
theil vierter Ordnung und der ganze Schnitt muss von der neun- 
ten Ordnung sein. 

Diess gilt für jede Lage des Punktes auf der Doppellinie i?, 
und da ein Kegel dritter Ordnung mit einer Doppelkante bestimmt 
ist, falls man diese und sechs weitere Kanten kennt, so schliessen 
wir: 

„Eine auf der Regelfläche F^ liegende Raumcurve 
dritter Ordnung ist bestimmt, sobald man vier von ihren 
Punkten kennt." 

Denn verbindet man diese vier Punkte mit einem beliebigen 
Pilnkte der Doppellinie, so erhält man vier Kanten des über der 
Curve stehenden Kegels, für welchen die Doppellinie L eine Doppel- 
kante ist und wölchem auch die beiden in sich schneidenden Er- 
zeugenden der Regelfläche angehören. Hierdurch ist der Kegel und 
durch ihn auch die Raumcurve bestimmt. 

Der Satz und die Bestimmungsart der Curve bleibt auch dann 
giltig, wenn einer oder zwei von den gegebenen vier Punkten auf 
die Doppellinie fallen. Im ersten Falle erhält man für den ver- 
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wendeten Kegel fünf Kanten und eine Tangentialebene der Doppel- 
kante 2>, und im zweiten Falle vier Kanten und beide Tangential- 
ebenen der Doppelkante. 

Da eine auf F^ liegende Raumeurve dritter Ordnung durch vier 
Punkte bestimmt ist, so stellt die Gesammtheit der durch drei Punkte 
gehenden Raumcurven dieser Art ein Curvenbüschel auf der Fläche 
dar, dessen drei Orundpunkte die drei festen Punkte sind. Durch 
ein solches Curvenbüschel werden die Erzeugenden der Regelfläche 
projectivisch auf einander bezogen. Unter den Curven eines solchen 
Büschels sind drei Grenzfalle mithalten; jeder von ihnen wird dar- 
gestellt durch den durch zwei Grundpunkte gehenden Kegelschnitt 
in Gemeinschaft mit der durch den dritten Grundpunkt gehenden 
Erzeugenden der Regelfläche. 

Aus dem Vorhergehenden folgt weiter: 

„Zwei auf der Regelfläche F^ liegende Raumcurven 
dritter Ordnung schneiden sich in drei Punkten." 

Da ein Kegelschnitt in Verbindung mit einer Erzeugenden auch 
eine Curve dritter Ordnung respräsentirt, und da die Erzeugenden 
einpunktige Secanten der auf A3 liegenden Raumcurven sind, so folgt : 

„Eine auf der Regelfläche F^ liegende Raumeurve 
dritter Ordnung begegnet einem auf der Fläche liegenden 
Kegelschnitt im Allgemeinen in zwei Punkten." 

Neben den auf F^ befindlichen Raumcurven dritter Ordnung sind 
auch die ebenen Curven dritter Ordnung d. h. die ebenen Schnitte der 
Fläche zu erwähnen. 

Da eine Ebene durch drei Punkte bestimmt ist, so folgt: 

„Eine auf der Regelfläche F^ liegende ebene Curve 
dritter Ordnung ist durch drei ihrer Punkte bestimmt." 

Es gibt also unter den Curven eines Büschels von Raumcurven 
dritter Ordnung auch eine ebene Curve drittef Ordnung. Die sämmt- 
lichen durch zwei Punkte gehenden ebenen Curven dritter Ordnung 
bilden ein Büschel solcher Curven, und alle gehen noch durch einen 
dritten festen Punkt, nämlich durch den Schnittpunkt der Fläche 
mit der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte. Ein solches 
Curvenbüschel ist demnach der Schnitt der Regelfläche mit einem 
Ebenenbüschel; die drei Schnittpunkte der Büschelaxe mit der Re- 
gelfläche sind dann die drei Scheitel des Curvenbüschels. Auch ist 
klar, dass wenn die drei Scheitel eines Büschels von Raumcurven 
dritter. Ordnung auf einer Geraden liegen, das Büschel nur ebene 
Curven enthalten könne. 

Auch zwei ebene auf F^ liegende Curven dritter Ordnung schnei- 
den sich in drei Punkten. 

Von Curven vierter Ordnung haben wir zwei Hauptarten kennen 



ßegelflächen dritter Ordnung. 91 

gelernt, welche sich auf der Regelfläche vorfinden können. Als Cur- 
ven der einen Art bezeichnen wir solche, für welche dieTDoppel- 
linie D eine dreipunktige Secante ist, und als Curven der andern 
Art bezeichnen wir jene, für welche B eine zweipunktige Secante 
ist. Die Curven der ersten Art können wieder in solche getheilt 
werden, für welche die drei auf D liegenden Punkte sämmtlich von 
einander verschieden sind, und in solche, welche auf D einen Dop- 
pelpunkt und einen einfachen Punkt besitzen. Ebenso können die 
Curven zweiter Art entweder solche sein, für welche die beiden auf 
D liegenden Punkte von einander verschieden sind oder solche, 
welche auf D einen Doppelpunkt besitzen. 

Gehen wir vorerst zu den Curven vierter Ordnung über, für 
welche D eine dreipunktige Secante ist. Projicirt man eine solche 
Curve jß4 aus einem beliebigen auf D liegenden Punkte o durch einen 
Kegel K^^ so ist für diesen die Doppellinie D eine dreifache Kante. 
Wenn </,, d^y d^ die drei auf ß liegenden Punkte von B^ sind, 
so sind die drei Tangentialebenen des Kegels IC^ in der dreifachen 
Kante J) zugleich Tangentialebenen der Regelfläche in den drei 
Punkten d^, d^, d^. Die durch o gehenden zwei Erzeugenden 0^, Oj 
der Fläche F^ sind einfache Erzeugende des Kegels Ä'j, da alle Er- 
zeugenden der Regelfläche einpunktige Secanten der Curve B^ sind. 
Der Gesammtschnitt des Kegels Ä^^ mit der Fläche F^ ist von der 
zwölften Ordnung. Da nun I) in denselben als Linie sechster Ord- 
nung und die beiden Erzeugenden 0^, 0^ als Linien erster Ordnung 
eintreten, so finden wir, dass K^^ mit ^3 ausser B^ keinen weiteren 
Schnitt gemeinsam haben könne. Umgekehrt schneidet jeder Ke- 
gel K^ vierter Ordnung, für welchen die Doppellinie D eine dreifache 
Kante ist und welcher auch die beiden durch seinen Scheitel gehen- 
den Erzeugenden Oj, 0^ der Fläche enthält, dieselbe in einer Curve 
B^ vierter Ordnung, für welche D eine dreipunktige Secante ist. 
Dass der Schnitt B^ von der vierten Ordnung sein müsse, folgt so- 
fort daraus, dass der Gesammtschnitt von ^^3 und K^ von der zwölften 
Ordnung ist und dass in ihn die Linien Dy Oj, 0^ als Bestandtheil 
achter Ordnung eingehen. Dass aber D eine dreipunktige Slecante 
von B^ sein müsse, ergibt sich durch folgende Betrachtung. Jede 
durch B gehende Ebene schneidet F^ in einer Erzeugenden und K^ 
in einer Kante; diese beiden Linien bestimmen auf i? zwei Punkte 
und schneiden sich in einem Punkte von ^4. Lässt man einander 
die ersten zwei Punkte auf D entsprechen, so erhält man auf der 
Doppellinie zwei ein-zwei-deutige Punktreihen (weiL durch jeden Punkt 
von D zwei Erzeugende von F.^ hindurchgehen), deren drei Doppel- 
punkte offenbar drei Punkte von B^ sein werden, wodurch die ge- 
gemachte Behauptung nachgewiesen ist. 
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Ein Kegel vierter Ordnung mit einer dreifachen Kante ist be- 
stimmt/ sobald man diese und acht weitere einfache Kanten kennt. 
Hieraus folgt sofort: 

„Eine auf der Regelfläche F^ liegende Raumcurve R^ 
vierter Ordnung, für welche die Doppellinie 2> eine drei- 
punktige Secante ist, ist durch sechs ihrer Punkte be- 
stimmt." 

Denn diese sechs Punfkte liefern sechs Kanten für den Kegel, 
in welchem sich die Curve aus einem beliebigen Punkte o der Doppel- 
linie D projicirt; da zu dieser noch die beiden durch o gehenden 
Erzeugenden der Regelfläche hinzukommen, so ist der Kegel und 
daher auch die Curve A4 bestimmt. Die Tangentenebenen des Kegels 
in der dreifachen Linie D berühren auch die Regelfläche und zwar 
in drei Punkten d^yd^yä^y durch welche die Curve R^ hindurchgeht. 

Wenn also von diesen drei Tangentialebenen zwei die Regel- 
fläche F^ in einem und demselben Punkte d^^ ^^^ ^ berühren, so 
wird dieser Punkt d^^ ®^^ Doppelpunkt der Curve R^ sein. 

Betrachten wir sämmtliche Curven (Ä^), welche durch fünf 
Punkte gehen und D zur dreipunktigen Secante besitzen y so bilden 
diese ein Curvenbüschel. In der That werden sie auch aus einem 
willkürlichen Punkte von D durch ein Kegelbüschel {K^ projicirt 
d. i. durch ein Kegelsystem vierter Ordnung, welches D zur gemein- 
schaftlichen dreifachen Kante besitzt und durch sieben weitere Kanten 
geht. Die Tangentialebenentripel dieses Kegelbüschels in der Linie D 
bilden eine cubische Ebeneninvolution. Die Tangentialebenenpaare 
der Regelfläche F^ in den Punkten der Doppellinie D bilden eine 
quadratische Involution , und es werden beide Involutionen zwei Paar 
Elemente gemeinschaftlich haben ^) d. h. es werden unter den Kegeln 
des Büschels zwei existiren, für welche zwei von den drei Tangen- 
tialebenen der dreifachen Kante D die Regelfläche F.^ in demselben 
Punkte berühren, und folglich gibt es unter den Curven des Büschels 
(A4) auch zwei, welche auf /> einen Doppelpunkt besitzen. Demnach: 

„Durch fünf Punkte der Regelfläche F^ lassen sich 
zwei auf der Fläche liegende Curven legen, welche auf 
der Doppellinie i> einen Doppelpunkt und einen einfachen 
Punkt besitzen." 

Die durch sechs Punkte von F^ gehende R^ , welche D zur drei- 
punktigen Secante hat, kann man auch als Schnitt der Regelfläche 
F^ mit jener Fläche F^ zweiten Grades erhalten., welche durch die 
gegebenen sechs Punkte und die Doppellinie D hindurchgelegt werden 

*) Befindet sich auf einem und demselben Träger eine Involution n**° Grades 
mit einer Involution m*«° Grades, so haben beide (n — 1) (w— 1) Elementenpaare 
gemeinschaftlich. 
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kanD. Die Erzeugenden von F^y welche mit D zu demselben Systeme 
gehören, sind dreipunktige Secanten von A4 und schneiden F^ in 
Punktetripeln, welche mit D eine cubische Ebeneninvolution be- 
stimmen. 

Eine Curve R^ vierter Ordnung, für welche die Doppellinie D 
eine zweipunktige Secante ist, besitzt auch die Erzeugenden der 
Regelfläche F^ zu zweipunktigen Secanten. Wenn man also eine 
solche Curve aus einem Punkte von D durch einen Kegel K^ pro- 
jicirt, so wird derselbe sowohl die Doppellinie D als auch die beiden 
in sich schneidenden Erzeugenden Oj, 0^ der Regelfläche F^ zu 
Doppelkanten besitzen. Der Gesammtschnitt von K^ mit F^ ist von 
der zwölften Ordnung; da nun D einen Bestandtheil vierter Ordnung 
und jede der Linien 0„ Oj einen solchen zweiter Ordnung darstellt, 
so wird K^ ausser R^ keinen weiteren Schnitt mit ^3 gemein haben. 
Die beiden Ebenen, welche K^ in der Doppelkante D berühren, be- 
rühren auch F^ und zwar in den Punkten von i?j, welche auf D 
liegen. Ebenso berühren die zwei Tangentialebenen des Kegels K^ 
in jeder der beiden Doppelkanten 0^, 0^ die Fläche F^ in den zwei 
Punkten von A4, welche auf den betreffenden Erzeugenden liegen. 
Umgekehrt schneidet ein Kegel vierter Ordnung, welcher sowohl 
die Doppellinie B als auch beide durch seinen Scheitel gehenden 
Erzeugenden öj, 0^ der Regelfläche zu Doppelkanten hat, die Fläche 
F>^ in einer Curve R^ vierter Ordnung, für welche D eine zweipunk- 
tige Secante ist. 

Der Schnitt muss von der vierten Ordnung ^ein, weil der Ge- 
sammtschnitt von der zwölften Ordnung ist und die Linien i>, Oj, 
O2 als Bestandtheil achter Ordnung in denselben eintreten. 

Ebenso leicht ergibt sich, dass die Doppellinie D eine zwei- 
punktige Secante von R^ ist. Denn es werden nur solche Punkte 
von A4 auf 2> fallen können, welche in einer der beiden Tangential- 
ebenen des Kegels längs D liegen. In dieser Kante D wird K^ von 
zwei Ebenen berührt, deren Berührungspunkte mit F^ offenbar die 
einzigen zwei auf D liegenden Punkte von R^ sind. 

Wenn also die beiden Ebenen, welche K^ in D berühren, die 
Regelfläche F^ in einem und demselben Punkte berühren, so wird R^ 
einen Doppelpunkt daselbst besitzen. 

Da ein Kegel vierter Ordnung mit drei Doppelkanten bestimmt 
ist, sobald man diese und fünf weitere Kanten kennt, so folgt: 

„Eine Curve vierter Ordnung, welche auf der Regele 
fläche F^ liegt und deren Doppellinie B zur zweipunk- 
tigen Secante besitzt, ist durch fünf ihrer Punkte be- 
stimmt.^' 

Betrachten wir alle Curven dieser Art, welche durch vier feste 
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Punkte auf F^ hindurchgehen, so bilden sie ein Curvenbüschel, 
welches aus irgend einem Punkte o von D durch ein Kegelbüschel 
projicirt wird. Die Tangentenebenenpaare dieses Kegelbüschels in 
der gemeinsamen Doppelkante D bilden eine quadratische Ebenen- 
involution; ebenso bilden die Tangentialebenenpaare der Regelfläche 
F^ in Punkten der Doppellinie D eine quadratische Involution. 

Beide Involutionen werden demnach ein Elementenpaar gemein- 
sam haben, d. h. es wird unter den Kegeln des Büschels einen geben, 
dessen zwei Tangentialebenen längs der Doppellinie D die Regel- 
fläche F^ in demselben Punkte von J) berühren; mit anderen Worten: 
es wird unter den Curven des ursprünglich betrachteten Büschels 
eine geben, welche auf D einen Doppelpunkt besitzt. 

„Eine auf der Regelfäche F^ liegende Curve vierter 
Ordnung, welche auf der Doppellinie einen Doppelpunkt 
besitzt, ist bestimmt durch vier von ihren Punkten." 

51. Unter den auf der Regelfläche F^ liegenden Raumcurven 
dritter und vierter Ordnung haben diejenigen besonderes Interesse, 
welche gebildet werden von den Berührungspunkten der durch einen 
festen Punkt gehenden Tangentialebenen der Fläche. 

Betrachten wir nun den der Regelfläche aus einem ihrer Punkte, 
den wir p nennen wollen, umschriebenen Kegel. Wir wissen, dass 
derselbe vom zweiten Grade ist und durch die Cuspidalpunkte der 
Fläche hindurchgeht. Es ist nun nicht schwer einzusehen, dass die 
Berührungscurve B^ eine Raumcurve dritter Ordnung »ein müsse. 
Denn die Berührui^scurve ist als Schnitt des Kegels mit der Regel- 
fläche doppelt zu zählen, und da der Gesammtschnitt von der sechsten 
Ordnung ist, so muss die Berührungscurve von der dritten Ordnung 
sein, muss durch die Cuspidalpunkte hindurchgehen und daselbst 
die Doppelebenen Vi2jO'i2 berühren (siehe Art. 24). Dass -^3 auch 
durch p hindurchgeht, versteht sich von selbst; überdiess ist die 
Tangentialebene der Fläche F^ im Punkte p die Schmiegungsebene 
von B^ daselbst. 

„Der der Regelfläche i^'g aus einem ihrer Punkte um- 
schriebene Kegel zweiten Grades berührt die Regel- 
fläche in einer Raumcurve dritter Ordnung, welche 
durch die beiden Cuspidalpunkte hindurchgeht und da- 
selbst die Doppelebenen ^12; ^12 berührt." 

Man kann zu dieser Berührungscurve auch in folgender Art 
gelangen. Die durch p gehenden Tangentialebenen umhüllen den 
erwähnten Kegel zweiten Grades und sind einmal projectivisch mit 
den Berührungskanten dieses Kegels und dann mit den in ihnen 
liegenden Erzeugenden der Regelfläche. Die letzteren sind jedoch 
projectivisch mit dem Ebenenbüschel />, und folglich sind auch die 
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Kanten des Berührungskegels projectivisch mit den Ebenen des 
Büschels D, Zwei entsprechende Elemente dieser zwei projectivischen 
Gebilde schneiden sich in einem Punkte der Berührungscurve und 
daher ist diese in der That von der dritten Ordnung. Ebenso schnell 
ergibt sich aus dieser Betrachtung , dass die Berührungscurve durch 
die beiden Cuspidalpunkte hindurchgeht und in ihnen die Doppel- 
ebenen Vj2> ^12 berührt. 

Eine solche Curve dritter Ordnung soll kurz eine „Berührungs- 
curve dritter Ordnung" heissen. 

Wir können dann leicht folgende Sätze beweisen: 

„Eine Berührungscurve dritter Ordnung ist durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt. 

„Jede durch die beiden Cuspidalpunkte gehende, auf 
der Fläche F^ liegende Curve dritter Ordnung ist eine 
Berührungscurve." 

Der erste Satz ergibt sich einfach daraus, dass man für den 
Kegel, in welchem sich die Curve aus einem beliebigen Punkte o 
der Doppellinie projicirt, die Doppelkante i>, ihre zwei Tangential- 
ebenen (nämlich die Doppelebenen des zweideutigen Büschels D) 
und weitere vier Kanten kennt, nämlich die aus o nach den zwei 
gegebenen Punkten gehenden Geraden und die zwei in o sich schnei- 
denden Erzeugenden der Fläche. 

Der zweite Satz ist eine Folge des ersten. Denn legt man durch 
zwei Punkte einer auf F^ liegenden durch, die Cuspidalpunkte gehen- 
den Raumcurve dritter Ordnung eine Berührungscurve dritter Ordnung, 
so kann es keine andere als diese Curve selbst sein. 

Den Punkt j3, welcher der Scheitel jenes Kegels zweiten Grades 
ist, der die Fläche -^3 längs der durch zwei Punkte a^ b von F^ 
gehenden Berührungscurve berührt, findet man wie folgt. Seien A, 
B die durch die beiden Punkte «, h gehenden Erzeugenden der 
Regelfläche und a, j3 die Tangentialebenen der Fläche F<^ in 0, &, 
welche Ebenen also Ay B resp. enthalten werden. Die Ebenen a, j3 
schneiden sich in einer Geraden (a^), welche F^ in drei Punkten 
trifft. Der eine von ihnen liegt auf A^ der zweite liegt auf B und 
der dritte ist der Schnittpunkt der in den Ebenen a, ^ liegenden 
Kegelschnitte der Fläche und ist der gesuchte Scheitel p des Kegels. 
In der That wird die Berührungscurve des der Fläche ^3 aus p 
umschriebenen Kegels durch a und h hindurchgehen, da or,/} zwei 
durch p gehende Tangentialebenen der Fläche und a, b deren 
Berührungspunkte sind. Ist B^ die Berührungßcurve, welche dem 
Punkte p der ßegelfläche entspricht, d. h. in welcher der aus 
p der Fläche ^3 umschriebene Kegel dieselbe berührt, und P die 
durch p gehende Erzeugende der Regelfläche, so ist /? der Schnitt- 
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pankt von P und B^. Da P eine einpanktige Secante von B^ ist, 
so lässt sich durch /^und ^3 eine Fläche F^ zweiter Ordnung legen, 
welche auch die Doppellinie D enthält. (Siehe Seite 81.) Diese 
Fläche, welche im Allgemeinen ein einschaliges Hyperboloid sein 
wird, ist nun nichts anderes, als die erste Polare von p bezüglich ^3. 
Denn die erste Polarfläche von p bezüglich F^ ist eine Fläche zweiten 
Grades, welche durch B^ und P hindurchgehen muss; folglich ist 
wirklich F2 diese erste Polare. 

Da B^ in den Cuspidalpunkten v, w die Doppelebenen 1/42, 01,2 
berührt, so folgt hieraus sofort, dass das Polarhyperboloid F^y 
welches durch -^3 und D hindurchgeht, in v und w dieselben zwei 
Ebenen v,2? ^12 berühren müsse. Das Polafhyperboloid F^ schneidet 
die einfache Leitlinie S einmal in dem Punkte, wo sie von der Er- 
zeugenden P geschnitten wird, und das zweitemal in dem zweiten 
Berührungspunkte der Ebene {p S) mit der Fläche /g. Mit anderen 
Worten : die beiden Berührungspunkte der Ebene (jp S) mit der 
Regelfläche F^ sind die Schnittpunkte des Polarhyperboloides mit 
der einfachen Leitlinie S. Da diese zwei Berührungspunkte harmonisch 
sind bezüglich der beiden Doppelpunkte Vi2f ^12 ^^^ zweideutigen, 
die Regelfläche erzeugenden Punktreihe S, so können wir sagen: 

„Das Polarhyperboloid eines Flächenpunktes ent- 
hält die Doppellinie der Fläche, berührt in den beiden 
Cuspidalpunkten die Fläche und schneidet die einfache 
Leitlinie in zwei zu den Doppelpunkten v^j; «^12 harmo- 
nischen Punkten.'' 

Wie wir gesehen haben ^ ist jede durch die beiden Cuspidal- 
punkte auf der Regelfläche gezogene Curve dritter Ordnung eine Be- 
rührungscurve. Den Scheitel des zugehörigen Berührungskegels kann 
man auf Grund obiger Betrachtung auch folgenderweise bestimmen. 
Bestimmt man den Punkt der einfachen Leitlinie S, welcher mit 
dem Schnittpunkte derselben mit der Berührungscurve ein Punkte- 
paar der zweideutigen, die Fläche ^"3 erzeugenden Punktreihe S 
bildet, so schneidet die durch diesen Punkt gehende Erzeugende 
der Regelfläche die Berührungscurve im Scheitel des fraglichen Be- 
rührungskegels. 

Da eine Berührungscurve dritter Ordnung durch zwei ihrer 
Punkte bestimmt ist, so bilden alle Berührungscurven dritter Ordnung, 
welche durch einen Punkt hindurchgehen, ein Curvenbüschel. Die 
Scheitel der den einzelnen Curven des Büschels entsprechenden Be- 
rührungskegel liegea atrf dem Kegelschnitt, in welchem die Be- 
rührungsebene des festen Punktes die Regelfläche schneidet. 

Umgekehrt bilden die Berührungscurven aller der Fläche ^^3 
umschriebenen Kegel zweiten Grades, deren Scheitel auf einem 
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Kegelschnitte der Fläche liegen , ein Curvenbüschel dritter Ordnung, 
dessen, Scheitel die beiden Cuspidalpunkte und der Berührungspunkt 
der Ebene des Kegelschnittes sind. 

Liegt der Punkt j» auf einer der beiden singulären Erzeugenden, 
so wird, weil diese durch einen Cuspidalpunkt hindurchgeht, das 
Polarhyperboloid zu einem Kegel zweiten Grades, dessen Scheitel 
der betreiSfende Cuspidalpunkt ist. Der Schnittpunkt der singulären 
Erzeugenden mit der Leitlinie S ist ein Doppelpunkt der zweideu- 
tigen die Regelfläche F^ erzeugenden Punktreihe, woraus folgt, dass 
der Polarkegel die einfache Leitlinie S in diesem Doppelpunkte be- 
rührt, und dass also die durch die singulare Erzeugende gehende 
Cuspidal- (Verzweigungs-) Ebene den Polarkegel in dieser Erzeu- 
genden berührt: 

„Die erste Pplarfläche eines Punktes, welcher auf 
einer singulären Erzeugenden der Fläche liegt, ist ein 
durch diese Erzeugende gehender Kegel zweiten Grades, 
welcher in ihr die durch sie gehende Cuspidalebene be- 
rührt, und dessen Scheitel der auf der Erzeugenden lie- 
gende Cuspidalpunkt ist." 

Hieraus folgt jedoch sofort, dass die Berührungscurve in die betref- 
fende singulare Erzeugende und einen, durch den auf ihr nicht liegen- 
den Cuspidalpunkt gehenden Kegelschnitt zerfällt. Denn in derThat 
berührt der, der Fläche umschriebene Kegel die Regelfläche längs der 
singulären Erzeugenden, da er in dieser die Cuspidalebene berührt. 

Wir können also sagen: 

„Der der Regelfläche aus einem Punkte einer singu- 
lären Erzeugenden umschriebene Kegel berührt dieFläche 
in einem Kegelschnitt, dessen Ebene durch die zweite 
singulare Erzeugende hindurchgeht." 

Und umgekehrt: 

„Die der Regelfläche längs eines Kegelschnittes, 
dessen Ebene durch eine singulare Erzeugende hindurch- 
geht, umschriebene developpable Fläche ist ein Kegel 
zweiten Grades, dessen Scheitel in der zweiten singulären 
Erzeugenden liegt." 

Einen solchen Kegelschnitt kann man auch wirklich in Verbin- 
dung mit der nicht in seiner Ebene liegenden singulären Erzeugen- 
den als eine Berührungscurve dritter Ordnung betrachten. 

52. Der aus einem beliebigen Punkte p des Raumes der Regel- 
fläche umschriebene Kegel IC^^ ist von der dritten Classe und der 
vierten Ordnung. Hieraus folgt, da,p ausserhalb der Fläche /'g liegt, 
sofort, dass die Curve, in welcher der Kegel die Regelfläche berührt, 
von der vierten Ordnung sein müsse. In der That liegen in jeder 

WisYB, Theorie. 7 
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durch p gehenden Ebene vier, und nur vier Punkte der Curve, 
nämlich die Berührungspunkte der vier von p an die Schnittlinie der 
Ebene gehenden Tangenten. Wir wollen die Curve kurz mit B^ bezeich- 
nen und die, dem Punkte p entsprechende Bertihrungscurve nennen. 

Die von p nach den beiden Guspidalpunkten der Regelfläche 
gehenden Geraden sind als Tangenten der Fläche in den Cuspidal- 
punkten zu betrachten, woraus folgt, dass die Berührungscurve B^ 
durch die Cuspidalpunkte hindurchgeht. Dass sie in denselben die 
beiden Doppelebenen Vjj, «12 berühren müsse, folgt einfach aus dem 
über Curven, welche auf der Regelfläche liegen, im Allgemeinen 
Gesagten. Die Doppellinie I) enthält jedoch ausser den beiden Gus- 
pidalpunkten noch einen der Berührungscurve B^ angehörigen Punkt, 
so dass also i> als dreipunktige Secante der Berührungscurve auf- 
tritt; es ist dies der Punkt, in welchem die Ebene {p,B) die Regel- 
fläche F2i berührt. Dass die Berührungscurve B^ eine Curve vierter 
Ordnung und zweiter Art ist, braucht nach dem über diese Curven 
schon Gesagten nicht besonders erwähnt zu werden. Die einfache 
Leitlinie S ist eine zweipunktige Secante der Berührungscurve; denn 
auf ihr liegen die Berührungspunkte der Ebene (pS). Diese Ebene 
berührt die Regelfläche in einem Punktepaar der, die Fläche er- 
zeugenden zweideutigen Reihe, welches harmonisch ist bezüglich des 
Doppelpunktepaares r;i2> ^12* 

„Der der Regelfläche /'g aus einem beliebigen Punkte 
des Raumes umschriebene Kegel berührt dieselbe in 
einer Curve B^ vierter Ordnung zweiter Art, für welche 
die Doppellinie B eine dreipunktige Secante ist. Die 
Curve ^4 enthält die Cuspidalpunkte und schneidet die 
einfache Leitlinie /S' in zwei Punkten, welche harmonisch 
sind zu den Berührungspunkten der Cuspidalebenen.'^ 

Die einzige durch B^ gehende Fläche F2 zweiten Grades ent- 
hält nach Früherem die Doppellinie B, ist also im Allgemeinen ein 
Hyperboloid und stellt offenbar die erste Polarfläche des Punktes p 
bezüglich der Regelfläche F^ vor: 

„Die erste Polarfläche eines Punkt]es bezüglich der 
Regelfläche F^ ist ein durch die Doppellinie B gehendes 
Hyperboloid, welches die einfache Leitlinie in einem be- 
züglich der Berührungspunkte der Cuspidalebene har- 
monischen Punktepaare schneidet.'^ 

Da das Polarhyperboloid durch B ^ und B^ geht und letztere 
Curve in den Cuspidalpunkten die Tangentialebenen der Regelfläche 
in diesen Punkten berührt, so folgt sofort: 

„Das Polarhyperboloid eines Punktes berührt in den 
beiden Cuspidalpunkten die Fläche ^'3." 
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Der dritte Punkt, in welchem das Polarhyperboloid eine Berührung 
mit der Regelfläche F^ eingeht, ist der Berührungspunkt der durch 
D und den Pol p gehenden Ebene mit der Regelfläche. 

Durch drei Punkte der Regelfläche, deren drei Tangentialebenen 
nicht durch eine und dieselbe Gerade gehen, lässt sich nur eine 
einzige Berühruugscurve vierter Ordnung legen; denn in der That 
schneiden sich die drei erwähnten Ebenen in einem Punkte p, welchem 
eine durch die drei Punkte gehende Berührungscurve entspricht. 

Sind jedoch die drei Punkte derart gelegen, dass ihre drei Tan- 
gentialebenen durch eine und dieselbe Gerade gehen, so lassen sich 
durch die Punkte unendlich viele Berührungscurven vierter Ordnung 
legen, welche ein Büschel bilden und den Punkten der erwähnten 
Geraden projectivisch entsprechen. 

Wir können daher folgende diessbezügliche Sätze aufstellen: 

„Eine Berührungscurve vierler Ordnung ist im Allge- 
meinen durch drei ihrer Punkte bestimmt." 

„Zwei Berührungscurven dieser Art schneiden sich 
(ausser in den Cuspidalpunkten) in drei Punkten, deren 
Tangentialebenen durch die Verbindungslinie der beiden 
Punkte gehen, welchen die zwei Curven entsprechen." 

„Legt man durch eine Gerade an die Regelfläche F^ 
die Tangentialebenen, so gehen durch deren Berührungs- 
punkte unendlich viele Berührungscurven vierter Ord- 
nung u. s. w. 

Aus der Bemerkung, dass zwei Curven vierter Ordnung, welche 
auf F3 liegend D zur dreipunktigen Secante besitzen und sechs Punkte 
gemeinsam haben, identisch sein müssen, folgt sofort der Beweis des 
nachstehenden Satzes: 

„Jede Curve vierter Ordnung ^4, welche die Doppel- 
linie ß zur dreipunktigen Secante hat, durch die Cus- 
pidalpunkte geht, auf der Fläche F^ liegt und die ein- 
fache Leitlinie S in zwei Punkten schneidet, welche 
harmonisch sind bezüglich der Berührungspunkte v^2, tO\2 
der Cuspidalebenen (v,'co), ist eine Berührungscurve, d. h, 
die Tangentialebenen der Regelfläche in den Punkten 
der Curve gehen durch einen festen Punkt." 

Die Regelfläche F^ wird in den beiden Schnittpunkten von B^ 
und S der gemachten Annahme gemäss von einer und derselben 
Ebene berührt. Nimmt man femer auf B^ zwei willkürliche Punkte 
flf, b an und sucht den Schnittpunkt p ihrer Tangentialebenen a, ß 
mit der Ebene 0, so wird die Berührungscurve B^' von p durch a, 
b, ferner durch die 2 Berührungspunkte von und durch die Cus- 
pidalpunkte hindurchgehen, hat also mit B^ diese sechs Punkte ge- 
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mein. Da nun die Tangentialebenen der Cospidalpnnkte yoUkommen 
bestimmt sind^ so spielen diese die Rolle von gewöhnlichen Flächen- 
ponkten, so dass also B^ mit B/ identisch sein muss, wie behauptet 
wurde. Hieraas ergibt sich aber sofort anch der nachstehende Satz: 

;^Jedes Hyperboloid^ welches dnrch die Doppellinie 
B hindurchgeht, in den Cuspidalpunkten die Begelfläche 
/*3 berührt und die einfache Leitlinie S in zwei Punkten 
schneidet, welche harmonisch sind bezüglich der Be- 
rührungspunkte der beiden Cuspidalebenen, kann als 
das Polarhyperboloid eines bestimmtenPunktes im Baume 
betrachtet werden.'^ 

Denn ein solches Hyperboloid schneidet die Regelfläche F^ in 
einer Curve vierter Ordnung, auf welche sich der vorhergehende 
Satz anwenden lässt. Der Punkt p der vorigen Betrachtung ist 
dann der Pol des Hyperboloides. Wenn der Punkt p, für welchen 
wir die* Berührungscurve und das Polarhyperboloid construirt haben, 
in einer der beiden Cuspidalebenen i/, g) liegt, so ist jede durch ihn 
in dieser Ebene gezogene Gerade eine Tangente der Fläche, deren 
Berührungspunkt ihr Durchschnittspunkt mit der in der betreffenden 
Ebene liegenden singulären Erzeugenden ist. Die Berührungscurve 
zerfällt somit in diese Erzeugende und eine Curve dritter Ordnung. 
Weiter erkennt man, dass das Polarhyperboloid die einfache Leit- 
linie S in dem Punkte berührt, in welchem sie von der betreffenden 
singulären Erzeugenden geschnitten wird. 

,^Die beiden Cuspidalebenen sind der Ort für solche 

Punkte, deren Polarhyperboloide die einfache Leitlinie 

berühren, und zwar in dem Schnittpunkte der Leitlinie 

mit der in der betreffenden Cuspidalebene liegenden 

.singulären Erzeugenden." 

Endlich wollen wir annehmen, dass der Punkt p in einer der 
beiden die Fläche F^ in den Cuspidalpunkten v, w berührenden Ebenen 
v^29^\2 ^^®g6) etwa in der ersteren. 

In diesem Falle rückt der Berührungspunkt der Ebene (p D) in 
den Cuspidalpunkt t;, welcher für die Berührungscurve ein Doppel- 
punkt wird.*) In der That liegt auch in jeder durch (pr) gehenden 

*) Jedes durch die Doppellinie D gehende Hyperboloid schneidet bekanntlich 
F^ in einer Curve vierter Ordnung, für welche D eine dreipunktige Secante ist. 
Die auf D liegenden drei Punkte der Curve sind jene, in denen das Hyperpoloid 
die Fläche F^ berührt. Bücken zwei von den drei Punkten zusammen, so be- 
rühren die beiden Tangentialebenen der Fläche ^3 in diesem Punkte auch das 
Hyperboloid, welches daher in einen Kegel degeneriren muss; und weiter folgt, 
dass dann die Schnittcurve in dem betreffenden Punkte einen Doppelpunkt be- 
sitzen müsse. Wir schüessen hieraus ferner, dass für obigen Fall die Berührungs- 
curve in dem Cuspidalpunkte einen Rückkehrpunkt besitze. 
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Ebene ein Punktepaar der Berührungscurve ; denn eine solche Ebene 
schneidet F^ in einer Curve dritter Classe, für welche p~v die Spitzen- 
Tangente ist. Die beiden anderen von p aus an diese Curve gehen- 
den Tangenten berühren sie in zwei Punkten, welche der Berührungs- 
curve angehören. 

Da die Berührungscurve im Cuspidalpunkt v einen Doppel- oder 
eigentlich Eückkehrpunkt besitzt, so ist das Polarhyperboloid ein 
Kegel zweiten Grades, dessen Scheitel der Cuspidalpunkt ist. 

„Das Polarhyperboloid degenerirt für einen Punkt, 
welcher in der die Regelfläche in einem der Cuspidal- 
punkte berührenden Ebene liegt, in einen Kegel zweiten 
Grades, welcher den betreffenden Cuspidalpunkt zum 
Scheitel hat.'^ 

Die beiden Ebenen v^j? ^i2f welche F^ in den Cuspidalpunkten 
berühren, stellen sonach (jede doppelt gezählt) die Steiner'sche Kern- 
fläche der Fläche F^ vor.*) 

Aus dem bekannten Satze, dass die erste Polare eines Punktes 
bezüglich einer Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte ein 
Kegelschnitt ist, der durch den Doppelpunkt geht und dessen Tan- 
gente daselbst harmonisch ist zu dem nach dem Pole gehenden Strahle 
bezüglich der beiden Doppelpunktstangenten, folgt sofort der nach- 
stehende Satz: 

„Die Tangentialebene des Polarhyperboloides eines 
beliebigen Punktes p in einem Punkte d der Doppellinie 
ist conjugirt harmonisch zu der durch D und den Pol j? 
gehenden Ebene bezüglich des Ebenenpaares, welches 
in d die Regelfläche F^ berührt.^^ 

53. Cremona hat auf eine bemerkenswerthe Beziehung der Regel- 
fläche F^ zu einer Fläche derselben Art hingewiesen, welche der 
Gegenstand unserer nächsten Betrachtungen sein soll. 

Betrachtet man die durch eine Erzeugende A^, welche in a die 
Doppellinie D und in öf| die einfache Leitlinie S schneidet, gehenden 
Ebenen, so schneiden diese bekanntlich die Regelfläche in Kegel- 
schnitten, welche durch a hindurchgehen und in diesem Punkte die 
Ebene berühren, welche man durch ß und die zweite durch a gehende 
Erzeugende A^ legen kann. Hieraus folgt, dass der Pol von A^ be- 
züglich irgend eines dieser Kegelschnitte in der Ebene (JD A^ liegen 
müsse. Da femer alle djer Regelfläche eingeschriebenen Kegelschnitte 
die beiden durch S gehenden Cuspidalebenen v, o) berühren, und da 
Ay die Gerade S schneidet, so folgt, dass der Pol von A^ bezüglich 
irgend eines der früher betrachteten Kegelschnitte in der Ebene a 



*) Vergleiche die Abhandlung von Cremona in den Atti etc. pag. 301. 
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liegen müsse ^ welche harmonisch ist mit der Ebene {S A^) in Bezug 
auf das Ebenenpaar v, cu. Somit werden die Pole der Erzeugenden ^^ 
bezüglich der mit ihr in denselben Ebenen liegenden Kegelschnitte 
die Schnittlinie ^/ der beiden Ebenen (/> A^) und a erfüllen, so 
dass wir folgenden Satz aufstellen können: 

„Die Pole einer Erzeugenden (A^) der Fläche F^ be- 
züglich der, der Fläche eingeschriebenen Kegelschnitte, 
deren Ebenen durch diese Erzeugende hindurchgehen, 
liegen auf einer die beiden Leitlinien jD,S schneidenden 
Geraden/' 

Es entspricht in dieser Art jeder Erzeugenden A^ unserer Regel- 
fläche F^ eine gewisse die beiden Leitlinien B, S schneidende Gerade, 
welche wir kurz A^ nennen wollen. Wir haben diese Gerade er- 
halten als Schnittlinie der Ebene {D A^ mit der Ebene «', welche 
harmonisch war zu {ß A^) bezüglich des Ebenenpaares v, ci. Um 
über den Ort der Geraden A{ ins Klare zu kommen, ordnen wir 
der Ebene a die Ebene {D A^ zu. 

Man erkennt sofort, dass jeder Ebene (DA^) nur eine Ebene a 
entspricht, welche man als harmonische Ebene bezüglich des Ebenen- 
paares v,<o für jene Ebene {S A^) erhält, welche durch S und die 
zweite durch den Berührungspunkt von {D A.^ mit der Fläche gehende 
Erzeugende A^ hindurchgeht. Umgekehrt entspricht jeder durch S 
gehenden Ebene a! ein Ebenenpaar des Büschels D. Denn die zu a 
bezüglich v, a> conjugirt harmonische Ebene a schneidet F^ in einem 
Paare A^, A^ von Erzeugenden und es entspricht dann der Ebene a 
ebensowohl .die Ebene {D A^) als auch die Ebene {D A^, 

Uebersichtlicher gestaltet sich die eben besprochene Verwandt- 
schaft der beiden neuen Ebenenbüschel auf B und S in folgender 
Weise. Aus dem Vorhergehenden geht nämlich hervor, dass einer 
Ebene a/ des Büschels S jenes Ebenenpaar des Büschels D ent- 
spricht, welches in dem, unsere Regelfläche F^ erzeugenden zweideu- 
tigen Büschel D der zur Ebene a{ bezüglich des Ebenenpaares v, « 
harmonischen Ebene entspricht und umgekehrt. 

Wenn also die beiden Erzeugenden A^y A^ unserer Regelfläche 
als Schnittlinien des Ebenenpaares «j , «3 des zweideutigen Büschels D 
mit der diesem Ebenenpaare entsprechenden Ebene a des eindeutigen 
Büschels 5 entstehen, so werden die beiden den Erzeugenden A^, A^ 
im Sinne des letzten Satzes entsprechenden Geraden A^^A^ die Schnitt- 
linien desselben Ebenenpaares «3; "i resp. mit der Ebene a sein, 
welche conjugirt harmonisch ist zur Ebene a bezüglich des Paares 
V, CO der Cuspidalebene. Da nun das Büschel (a) projectivisch ist 
zum Büschel («') und («) in ein-zweideutiger Beziehung zum Büschel 
(«j, «2) steht, so wird auch («') in ein-zweideutiger Beziehung zu («j, c^) 
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sich befinden, so dass also der Ort der Geraden A{y A^ wieder eineßegel- 
fläche dritter Ordnung ist, welche wir mit F{ bezeichnen und als die der 
Fläche -^3 ,,harmonisch zugeordnete Fläche" benennen wollen. 

Aus der Erzeugungsart der Fläche F^ geht unmittelbar hervor, 
dass sie mit F<^ dieselbe Gerade D zur Doppellinie und dieselbe Ge- 
rade S zur einfachen Leitlinie besitze. Da tiberdiess das zweideu- 
tige, die Fläche F{ erzeugende Büschel identisch ist mit jenem die 
Fläche F^ erzeugenden, so folgt weiter, dass beide Büschel dieselben 
zwei Doppelebenen v,2, 0,2 besitzen. Jeder dieser Doppelebenen z. B. 
i/,2 entspricht aber in den beiden den zwei Flächen F^ und F{ zu- 
gehörigen eindeutigen Büscheln auf S eine und dieselbe Ebene Vy 
weil die conjugirt harmonische Ebene zu v bezüglich des Winkels 
{y ci>) wieder die Ebene v ist. Es haben also beide Flächen auch 
die Cuspidalebenen v, a> und folglich auch die Cuspidalpunkte v, w 
und die singulären Erzeugenden F,,, W^^ gemeinschaftlich. 

„Der Ort der Pole der Erzeugenden einer Regelfläche 
dritter Ordnung bezüglich der, der Fläche eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, deren Ebenen durch die betreffen- 
den Erzeugenden hindurchgehen, ist wieder eine ßegel- 
fläche dritter Ordnung, welche mit der ursprünglichen 
die Doppellinie, die einfache Leitlinie, die Cuspidal- 
punkte, die Cuspidalebenen und die singulären Erzeugen- 
den gemeinsam hat."^) 

Die beiden Flächen F3, F^ haben ausser diesen Stücken keine 
weiteren Punkte oder Linien gemein: denn der Gesammtschnitt ist 
eine Linie neunter Ordnung, welche sich in diesem Falle zerlegt in: 
die vierfach zählende Doppellinie i>, die einfache Leitlinie S und die 
zwei je doppelt zählenden singulären Erzeugenden F^j? ^w Diese 
letzteren treten doppelt in den Schnitt ein, weil sich in ihnen die 
beiden Flächen berühren. 

Der letzte Satz gibt folgende Entstehungsart für eine Regel- 
fläche dritter Ordnung: 

„Wenn sich eine Ebene um eine feste Gerade {^A^ dreht 
und in derselben sich ein Kegelschnitt derart deformirt, 
dass er immerwährend eine feste Ebene {ß A^ in ihrem 
Schnittpunkte (ä) mit der festen Ebene berührt und dass, 
während er eine zweite feste Gerade {B^ schneidet, der 
Pol von A^ bezüglich des festen Kegelschnittes auf einer 
in der festen Ebene durch den daselbst liegenden Be- 
rührungspunkt gehenden Geraden (^/) liegt; so be- 
schreibt der Kegelschnitt eine Regelfläche dritter Ord- 



1) Cremona, Atti del' Inst. pag. 295. 
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nung. Die Geraden (^|), (B^) sind Erzeugende dieser 
Regelfläche und die Verbindungslinie ihrer Schnitt- 
punkte mit der festen Ebene ist die Doppellinie der 
Fläche/' 

Kehren wir zu der Erzeugenden ^j unserer Regelfläche F^ zurück. 
Aus jedem Punkte derselben kann man einen Kegel zweiten Grades 
der Fläche F^ umschreiben, und wir wollen die Frage beantworten, 
welchem Gesetze die Polarebenen der Erzeugenden A^ bezüglich aller 
dieser Kegel folgen. 

Alle Kegel zweiten Grades, welche der Regelfläche F^ aus Punkten 
der Erzeugenden ^| umschrieben sind, berühren die einfache Leit- 
linie S und zwar in dem Punkte «j? ^^ welchem die einfache Leit- 
linie S von der zweiten in der Ebene (-S^^i) liegenden Erzeugenden 
^2 geschnitten wird. Hieraus folgt, dass die Polarebene der Erzeu- 
genden A^ bezüglich aller der Kegel durch den Punkt «j hindurch- 
gehen muss. Da ferner alle der Regelfläche F^ umschriebenen Kegel 
durch die beiden Cuspidalpunkte v,w hindurchgehen, so müssen die 
Polarebenen von A^ bezüglich der Kegel , deren Scheitel auf A^ liegen, 
durch den Punkt a' von 2> gehen, welcher bezüglich v, w harmonisch 
ist zu dem Punkte a, in welchem die Erzeugende Ai der Doppel- 
linie begegnet. Es müssen also die Polarebenen von A^ bezüglich 
der erwähnten Kegel durch die Gerade a^a* hindurchgehen, welche 
man als Schnittlinie der Ebenen (/^öj) und (Sa') betrachten kann. 
Nun ist die Ebene (/>«2) identisch mit der Ebene {B A.^ und die 
Ebene {S «') identisch mit der Ebene «', da diese die Doppellinie in 
einem Punkte schneidet, welcher harmonisch ist zu a in Bezug auf 
die Strecke Ww der beiden Cuspidalpunkte. Folglich ist die Gerade 
«, (^ dieselbe Gerade A{, auf welcher die Pole von A^ in Bezug der 
durch diese Gerade enthaltenden Ebenen aus der Fläche F^ ge- 
schnittenen Kegelschnitte. Somit: 

„Die Polarebenen einer Erzeugenden (.4,) in Bezug 
auf die Kegel zweiten Grades, welche man der Regel- 
fläche aus den Punkten dieser Erzeugenden umschreiben 
kann, schneiden sich in einer festen Geraden und zwar 
in derjenigen, welche der Ort der Pole der Erzeugenden 
in Bezug auf jene Kegelschnitte ist, welche durch Ebenen, 
die diese Erzeugende enthalten, aus der Regelfläche ge- 
schnitten werden." 

Und ebenso: 

„Die Enveloppe der Polarebenen der Erzeugenden 
der Regelfläche i^3 bezüglich der aus den Punkten dieser 
Erzeugenden der Fläche umschriebenen Kegel ist die der 
Fläche harmonisch zugeordnete Fläche F^.^^ 
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Hieraus kann man eine der letzten Erzeugungart der Fläche F^ 
dual entsprechende ableiten, was wir jedoch dem Leser überlassen. 

Dagegen wollen wir die gegenseitige Beziehung der beiden Flächen 
F^y F^y von welchen man leicht erkennt, dass jede die harmonisch 
zugeordnete der zweiten ist, näher beleuchten. 

54. Wir haben die beiden Flächen F^, F^ in der gegenseitigen 
Beziehung kennen gelernt, dass jeder Geraden A^ der einen eine 
bestimmte Gerade A{ der anderen entsprach. Es ist nicht schwer, 
den folgenden Satz nachzuweisen: 

„Eine Erzeugende {A^) der Regelfläche ^3 und die ihr 
entsprechende Erzeugende {A^) der Regelfläche F^ bil- 
den mit den zwei singulären Erzeugenden ^12? ^12? welche 
beiden Flächen gemeinschaftlich sind, vier harmonische 
Erzeugende eines Hyperboloides, welches auch die bei- 
den Leitlinien DyS enthält; und zwar sind A^ und A{ zwei 
conjugirte Erzeugende." 

Die vier Geraden Fjj, ^12? ^v ^( projiciren sich aus der Geraden 
D resp. durch die vier Ebenen ^,2? 012; ^1; "2O? ^^^ welche die 
Gleichung : 

(V,2ß>t2«l«2) = — 1 . 

gilt. Dieselben vier Geraden projicieren sich aus der Linie S durch 
die Ebenen v, o, a, «', für wel(Jie nach Früherem ebenfalls : 

(1/ 0} a «') = — 1 
ist. Somit hat man: 

(voaa') = {y^^a^^a^a^ «=— 1, 
also sind die beiden vierstrahligen Ebenenbüschel projectivisch und 
jedes überdiess harmonisch, woraus sich sofort der aufgestellte Sata* 
ableitet. 

„Jedes durch die beiden Leitlinien DyS und die sin- 
gulären Erzeugenden gehende Hyperboloid schneidet die 
beiden Regelflächen F^y F^ in zwei einander entsprechen- 
den Erzeugenden." 

Es folgt diess unmittelbar aus dem Satze, dass ein durch die 
beiden Leitlinien gehendes Hyperboloid die Regelfiäche nur in drei 
Erzeugenden schneiden könne. 

Da je zwei entsprechende Gerade wie A^ und A^ mit den Er- 
zeugenden Fi2> ^12 ^1®' harmonische Erzeugende eines und desselben 
Hyperboloides bilden, so ergibt sich, dass man aus der Geraden A^ 
in folgender Weise die ihr entsprechende Gerade ^/ ableiten könne. 
Man lege durch die einzelnen Punkte von A^ diejenigen Geraden, 
welche die singulären Erzeugenden V^^y W^^ gleichzeitig schneiden, 



1) Hierbei ist die Ebene «i identisch mit {D A^ und a, mit {1> A^, 
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und bestimme aaf jeder solchen Geraden den harmonischen Ponkt 
zu jenem y durch welchen sie hindurchgeht und zwar bezüglich des 
Pnnktepaares ; welches der Strahl auf dem Geradenpaare ^^n> ^12 
bestimmt. 

Hieraus folgt unmittelbar auch der nachstehende Zusammenhang 
der beiden Flächen F^y F^ : 

y^Legt man durch einen Punkte yotüF^ eine Transver- 
sale zu den beiden singulären Erzeugenden F,,, ^ny so 
schneidet diese die Fläche /'j' in einem Punkte a', welcher 
harmonisch ist zu a bezüglich der durch die singulären 
Erzeugenden auf der Transversalen bestimmten Strecke.'^ 

Man kann in dieser Art jedem Punkte a von ^^3 einen Punkt a 
von F^ entsprechen lassen, und zwar ist die so entstehende Ver- 
wandtschaft beider Flächen ein specieller Fall der Collineation. Jeder 
Erzeugenden von F^ wird eine Erzeugende von F^ entsprechen; jedem 
Kegelschnitt der einen Fläche entspricht ein Kegelschnitt der anderen 
und so fort.*) 

Cremona gibt eine zweite Verwandtschaftsart der beiden Flächen 
F^fFvi' an (siehe Grelle, Bd. 60 pag. 316). Ist nämlich a ein be- 
liebiger Punkt von F.^y j4^ die durch ihn gehende Erzeugende und a 
ihr Pol bezüglich des Kegelschnittes , welcher in der Tangentialebene 
von a liegt; so kann man den Pun^t a' dem Punkte a zuordnen. 
Jedem ebenen Schnitte von F^ entspricht dann ein ebener Schnitt 
von F^., deren Ebenen man auch als einander entsprechend be- 
trachten kann. 

Man gelangt so zu einer Art von RaumcoUineation, zu welcher 
man auch kommt , wenn man einer Tangentialebene von F.^ die Polar- 
ebene der in ihr liegenden Erzeugenden bezüglich des aus ihrem 
Berührungspunkte der Fläche umschriebenen Kegels zuordnet. 

55. Betrachten wir die durch eine Erzeugende A^ der Regel- 
fläche F^ gehenden Ebenen («,), welche die Regelfläche nach Kegel- 
schnitten schneiden. Die Pole jener Erzeugenden bezüglich dieser 
Kegelschnitte liegen auf einer festen Geraden, und da diese nur 
einen Punkt im Unendlichen besitzt, so können wir sagen: 

„Durch jede Erzeugende der Regelfläche F^ lässt 
sich eine Ebene legen, welche die Fläche nach einem 
Kegelschnitte schneidet, dessen Mittelpunkt auf der Er- 
zeugenden liegt." 

Die Berührungspunkte dieser Ebenen werden offenbar eine ebene 
Curve erfüllen, nämlich jene, welche der unendlich weiten Curve 



^) Wir verweisen bezüglich dieses Gegenstandes auf die Betrachtungen der 
Note: „üeber windschiefe Raumcollineation." 



Regelflilchen dritter Ordnung. 107 

von F^ nach der letzt besprochenen Verwandtschaftsart entspricht. 
Demgemäss umhüllen die Ebenen selbst eine developpable Fläche 
vierter Classe sechster Ordnung, welche der Fläche F^ längs der 
ebenen Curve der Berührungspunkte umschrieben ist. Diese deve- 
loppable Fläche ist das reciproke Gebilde zu einer Berührungscurve 
vierter Ordnung. 

Bringen wir mit der Fläche F^ eine beliebige Ebene in Ver- 
bindung, so wird sie die Fläche in einer Curve C^^ dritter Ordnung 
schneiden, für welche der Punkt {DQ) ein Doppelpunkt und die 
Punkte (50), {A^ 0) einfache Punkte sind. Die Ebenen des Büschels 
A^ werden somit auf C^ eine centrale Punktinvolution bestimmen^). 
Durch jedes Punktepaar dieser Involution geht ein Kegelschnitt der 
Regelfläche, welcher mit A^ in derselben Ebene liegt. Da die In- 
volution zwei Doppelpunkte besitzt, so wird es auch zwei Kegel- 
schnitte im Büschel A^ geben, welche die Ebene berühren. Der 
Punkt (-^10) ist das Centrum der erwähnten Involution und somit 
sind die Berührungspunkte der beiden von ihm aus an C^ gehenden 
Tangenten zugleich die Berührungspunkte der zwei Kegelschnitte 
mit der Ebene 0. 

Denkt man sich die Ebene als die unendlich weite Ebene 
des Raumes, so wird Cj^^ die unendlich weite Curve der Fläche F.^j 
und wir können das letzte Ergebniss folgendermassen ausdrücken: 

„Durch eine Erzeugende (^i) der Regelfläche gehen 
zwei Ebenen, welche die Fläche nach Parabeln schnei- 
den2).« 

Wenn wir uns schliesslich die Regelfläche F^ mit einem belie- 
bigen, in der.0 Ebene liegenden Kegelschnitte 7 in Verbindung gesetzt 
denken, so kann man die Frage aufwerfen, wie viele der Regel- 
fläche eingeschriebene Kegelschnitte begegnen dem Kegelschnitte / 
in zwei Punkten? 

Der Kegelschnitt I trifft F,^ in sechs Punkten, welche man fünf- 
zehnmal zu zweien vereinigen kann; durch jedes dieser fünfzehn 
Punktepaare lässt sich ein Kegelschnitt der Fläche hindurchlegen, so 
dass man also fünfzehn Kegelschnitte hat, welche dem / in einem 
Punktepaar begegnen. 

Wenn / der imaginäre Kugelkreis ist, so werden diese fünfzehn 
Kegelschnitte Kreise sein. Da aber, wenn / ein imaginärer Kegel- 
schnitt ist, nur drei Punktepaare reelle Verbindungslinien zulassen 
können, so hat man den Satz: 



1) Siehe ü. Theil, Art. 11. 

*) Vergleiche die Cremona'sche Abhandlung in Crelle's Journal, Band 60, 
pag. 319. 
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„Auf einer Regelfläche -^3 befinden "sich höchstens 
drei und mindestens ein Kreis." 

Durch eine der Untersuchung parabolischer Schnitte ähnliche 
Uotersuchung ergibt sich^ dass durch jede Erzeugende drei solche 
Ebenen sich hindurchlegen lassen^ welche die Begelfläche nach gleich- 
seitigen Hyperbeln schneiden. 

In welchem Falle sich durch eine Erzeugende zwei reelle oder 
imaginäre Parabelschnitte legen lassen ^ wird der Leser leicht nach 
den Principien des 8. Artikels im IL Theile ersehen, weshalb wir 
hier nicht näher hierauf eingehen Collen. 

56. Nimmt man die Doppellinie B der Regelfläche zur r-Axe 
eines rechtwinkeligen CoordinatensystemS; so ist die Gleichung irgend 
einer Ebene des zweideutigen Büschels: 

und wenn ^j =0, u^^=m() die Gleichungen irgend^ zweier durch die 
einfache Leitlinie S gehenden Ebenen sind, so wird jede dritte durch 
S gehende Ebene dargestellt durch: 

(2) ^ = ^- 

Sollen nun die beiden Büschel S und D in ein-zwei-deutiger Be- 
ziehung sein, so muss (I. Th. Art. 4.) zwischen p und q^ da man diese 
Grössen als Theilverhältnisse der beiden Ebenen (1) und (2) betrachten 
kann, eine Gleichung bestehen von der Form: 

q {ap^ J^hp + c) + {a^p'^ + b^p'^c{) = 

oder nach Einführung der Werthe für p und q : 

welches schon die Gleichung der durch beide Ebenenbüschel erzeug- 
ten Regelfläche ist. Die Einsetzung linearer Ausdrücke für die 
Grössen t/^ t/2 liefert nach einer einfachen Zusammenziehung gleich- 
artiger Glieder die Plächengleichung in folgender Form: 

Ax^-[-Bx'^y + Cxf+Dy^+Ex'^+Fxy'\' Gy^ ^ 
-f z {Äx"^ + ffxy -f Cy^) = *0. 

Da die Gleichung neun unabhängige Constante enthält, so kön- 
nen wir sagen: 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist durch die 
Doppellinie und neun von ihren Punkten bestimmt. ^^ 
und nach dem Gesetze der Reciprocität : 



*) Vergleiche „Analytische Geometrie des Raumes" von Salmon Fiedler pag. 
385 des IL Theiles. 
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;;Eine Regelfläche ist durch die einfache Leitlinie 
und neun von ihren. Tangentialebenen bestimmt." 

Nimmt man im zweideutigen Büschel D die Tangentialebenen 
i/,2, ß>i2 ^^^ Cuspidalpunkte zum Grundebenenpaare, auf welches 
man irgend eine dritte Ebene ^> mittelst ihres Theilverhältnisses p 
bezieht; so dass also: 

sin Vi2 V 

8tn a)j2 q) 

ist^ und nimmt man ebenso im ^deutigen Büschel die beiden Cus- 

pidalebenen v, o zum Grundebenenpaare, und ist q das Theilver- 

hältniss : 

/^ 

sin V tb 

sin to tp 

der der Ebene 9? entsprechenden Ebene ^, so wird die Verwandt- 
schaftsgleichung die Form: 

q = ap^ 

haben müssen, da dem Werthe ^ = das Werthepaar p^ = 0, /?2 = 0, 
und dem Werthe ^ = 00 das Werthepaar i?i = 00, P2^=' 00 ent- 
sprechen muss. Ist M ein Punkt auf der Schnittlinie von 9 und ^ 
<J. h. ein Punkt der Regelfläche und x, y, z, w seine Abstände von 
den Ebenen v^^y a>|2> ^; ^ so ist: 



• 


^-f 




y 


• 


z 




^ «, 


und folglich: 






z x^ 

/IT 




w y* 


oder : 






zy'^ — awx^* 





wodurch wir die Gleichung der Regelfläche in homogenen Perpen- 
dikelcoordinaten erhalten haben und zwar Jür den Fall, in welchem 
das Fundamentaltetraeder die beiden Leitlinien und die beiden sin- 
gulären Erzeugenden als Kanten besitzt. Die vier Fundamental- 
ecken sind die Punkte v, w, t;,2, «^12' 

57. Cayley hat zuerst auf den Fall aufmerksam gemacht, in 
welchem die beiden Leitlinien /?, S der Regelfläche F^ unendlich 
nahe zusammenrücken. 

Wir haben im Art. 12 gesehen, dass die beiden Leitlinien i>, S 
der Fläche bestimmt sind, wenn man vier Erzeugende Ay By Cy E der 
Regelfläche kennt und dass die Eläche selbst, jedoch zweideutig 
bestimmt ist, wenn ausser den vier Erzeugenden noch ein Punkt 
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gegeben ist. Die zwei Transversalen D^S der vier Geraden AyB^C^E 
sind nämlich die beiden Leitlinien und die Zweideutigkeit des Falles 
besteht nur darin, dass man ebensowohl die eine wie die andere zur 
Doppellinie wählen kann. 

Es kann nun der specielle Fall eintreten, dass die beiden Trans- 
versalen D,S unendlich nahe zu einander fallen, was oflFenbar dann 
geschehen wird, wenn das durch drei der vier Erzeugenden A,ByC,E 
gehende Hyperboloid die vierte berührt. Denn dann sind die bei- 
den unendlich nahen, dem Berührungspunkte entsprechenden Erzeu- 
genden des Hyp'^erboloides, welche Ihcht zum Systeme der drei ersten 
Erzeugenden gehören, die beiden Leitlinien i>, S. 

In diesem Falle verschwindet die oben bemerkte Zweideutigkeit 
und wir können daher sagen: 

j,Durch vier Gerade, von denen eine das durch die 
drei anderen gehende Hyperboloid berührt, und durch 
einen Punkt ist eine Cayley'sche Regelfläche dritter 
Ordnung bestimmt.^' 

Wir können sehr leicht die durch den gegebenen Punkt gehende 
Erzeugende der Regelfläche und diese selbst in folgender Weise 
construiren. 

Seien AyBfi^E vier Gerade von der oben angedeuteten Beschaf- 
fenheit, H sei das Hyperboloid, welches man durch AyB,C legen 
kann und o sei sein Berührungspunkt mit der vierten Geraden E. 
Diese letztere schneidet also in o das Hyperboloid in zwei unendlich 
nahen Punkten, durch deren jeden eine Erzeugende des Hyperboloides 
geht, welche Aj By C schneidet. Diese zwei unendlich nahen Erzeu- 
genden Dj S repräsentiren uns die beiden Leitlinien der Regelfläche, 
welche wir, da sie als zusammenfallend betrachtet werden müssen, 
durch den einzigen Buchstaben i> bezeichnen wollen. Dann ist klar, 
dass jede Gerade, welche B und S schneidet, das Hyperboloid B in 
einem Punkte von B berührt. 

Um also die durch den gegebenen Punkt /* gehende Erzeugende 
F zu finden, legen wir dtirch / und B eine Ebene, welche das Hy- 
perboloid H in einem bestimmten Punkte von B berühren wird, 
welcher mit / verbunden die gesuchte Erzeugende liefert. 

Nun ist es nicht schwer, die Regelfläche selbst zu construiren 
und ihre ausgezeichneten Eigenschaften aufzufinden. Eine durch 
die Erzeugende A gehende Ebene a wird die. Regelfläche in einem 
Kegelschnitt schneiden, für welchen wir fünf Punkte angeben können ; 
zunächst den auf B liegenden Punkt von A und dann die vier 
Punkte, in denen die Ebene « die vier übrigen bekanten Erzeugen- 
den ByCyEyF schneidet. Denkt man sich diesen Kegelschnitt A^ con- 
struirt, so kann man nun leicht die durch irgend einen Punkt x 
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desselben gehende Erzeugende X der Regelfläche bestimmen. Die 
Ebene {xlf) wird nämlich das Hyperboloid H in einem bestimmten 
Punkte X berühren und dann ist xx = X die gesuchte Erzeugende. 

Diese Betrachtung führt uns unmittelbar zu folgenden Erzeu- 
gungsarten der Cayley'schen Regelfläche: 

;,Hat man eine Gerade (/>) und einen sie schneiden- 
den Kegelschnitt (-^2); ^^^ bewegt sich eine zweite ^Ge- 
rade so, dass sie die beiden ersten Linien schneidet und 
Tangente an ein durch D gehendes Hyperboloid bleibt, 
so beschreibt sie eine Cayley'sche Regelfläche dritter 
Ordnung, welche in L eine Doppellinie besitzt." 

Durch die Ebenen des Büschels Dj welche Tangentialebenen 
des Hyperboloides H sind, werden die Berührungspunkte x dieser 
Ebenen und die Schnittpunkte x derselben mit dem Kegelschnitte A^ 
projectivisch auf einander bezogen. Diess gibt folgende Entstehungs- 
art der Fläche: 

„Befinden sich auf einer Geraden (Z?) und einem sie 
schneidenden Kegelschnitte (^2) zwei projectivische 
Punktsysteme, so erfüllen die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte eine Cayley'sche Regelfläche dritter 
Ordnung, welche die Gerade D zur Doppellinie besitzt." 

Da jedem Punkte von D nach dem Gesetze der Projectivität 
nur ein einziger Punkt von -^2 entspricht, so finden wir: 

„Durch jeden Punkt der Doppellinie D einer Cayley- 
schen Regelfläche dritter Ordnung lässt sich nur eine 
einzige Erzeugende der Fläche hindurchlegen." v 

Den Punkt, welchen D mit A.^ gemein hat, kann man einmal zu 
*der Punktreihe auf D und einmal zu jener auf A^ rechnen. Be- 
zeichnet man ihn mit {p q)) so wird ihm auf A2 ein Punkt q und 
auf D ein Punkt p' entsprechen. Die Gerade gq' wird dann die in 
der Ebene des Kegelschnittes A2 liegende Erzeugende A sein, wäh- 
rend pp' eine Gerade ist, welche mit B zusammenfallt: 

Unter den Erzeugenden der Cayley'schenRegelfläche 
gibt es eine, welche ihrer ganzen Ausdehnung nach mit 
der Doppellinie zusammenfällt." 

Während man die Tangentialebene der Fläche im Punkte (pq') 
erhält, indem man durch D und die Erzeugende A eine Ebene legt, 
wird die im Punkte p' berührende Ebene erhalten, indem man ähn- 
licherweise durch D und die mit ihr zusammenfallende Erzeugende 
pp' eine Ebene (A') legt. Man wird offenbar diese Ebene erhalten 
als jene, welche man durch D und die Tangente von -^^2 in (pq) 
legen kann 

Diese Ebene R berührt aber dann die Fläche längs der ganzen 
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Ausdehnung der Doppellinie By da sie die Fläche in einer zu D 
unendlich nahen Geraden schneidet. 

Wir haben also auch hier in jedem Punkte der Doppellinie 
B zwei Tangentialebenen der Fläche, nämlich erstlich die fixe Ebene 
K und dann die durch B und die Erzeugende des betreffenden 
Punktes gehende Ebene. Ebenso kann man sich durch jeden Punkt 
der 'Doppellinie B zwei Erzeugende gehend denken ^ nämlich ein- 
mal die mit B zusammenfallende Erzeugende pp und dann die von 
B verschiedene Erzeugende. 

Für den Punkt p, aber auch nur für diesen, fallen die beiden 
Tangentialebenen in die K und die beiden Erzeugenden in die Dop- 
pellinie />. 

Der Punkt p' absorbirt also die beiden Cuspidalpunkte v, 
w und die Ebene K absorbirt die beiden Doppelebenen i/jj, Ojj 
und gleichzeitig die beiden Cuspidalebenen v, o. Ueberdiess fallen 
die beiden singulären Erzeugenden Fjj, W^^ mit der Doppellinie B 
zusammen, so dass das Haupttetraeder, dessen wir im vorigen Artikel 
Erwähnung thaten, hier durch B und die Ebene K repräsentirt wird. 

„Die Cayley'sche Fläche besitzt nur einen Cuspidal- 
punkt und nur eine Cuspidalebene, welche die Fläche 
längs der ganzen Ausdehnung der Doppellinie 2> berührt." 

Wir haben früher gezeigt (siehe Artikel 27.), dass wenn bei 
einer Regelfläche dritter Ordnung im Allgemeinen die beiden Cus- 
pidalpunkte zusammenfallen, die Fläche in ein Hyperboloid dege- 
neriren müsse. In diesem Falle jedoch ist das Zusammenfallen 
der beiden Cuspidalpunkte begleitet von einem' Zusammenfallen der 
beiden Leitlinien, weshalb die Betrachtungen des erwähnten Artikels 
hier nicht Platz greifen können. Das Zusammenfallen der beiden 
Cuspidalpunkte r, w im Punkte p' bewirkt aber hier, dass die ein- 
deutige Reihe B und das zweideutige Tangentenebenenbüschel B pro- 
jectivisch werden; denn in der That hat die Fläche F^ in diesem 
Falle in den Punkten von B dieselben Tangentialebenen wie das 
Hyperboloid H. 

Weil die Ebene K die Fläche längs der Doppellinie B berührt, 
so wird jeder ebene Schnitt der Fläche diese Ebene berühren müssen. 
Wenn wir also zwei Kegelschnitte A.^^ B^ der Fläche betrachten, 
welche die Doppellinie B in den Punkten ö, h schneiden, so werden 
die Tangenten der Kegelschnitte in diesen Punkten die Schnittlinien 
ihrer Ebenen mit der Ebene K sein. 

Die letzte Erzeugungsweise der allgemeinen Regelfläche dritter 
Ordnung, welche wir im Art. 15. kennen lernten, modificirt sich dem- 
nach für diesen Fall folgendermassen: 

„Schneiden sich zwei Kegelschnitte in einem Punkte 
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und schneiden sie beide überdies eine Gerade D so, dass 
sie eine und dieselbe durchi? gehende Ebene Ä" berühren, 
so erzeugt eine Gerade, welche die beiden Kegelschnitte 
und die Gerade schneidet, eine Cayley'sche Regelfläche 
dritter Ordnung, für welche die Gerade eine Doppellinie 
und die Ebene E eine Cuspidalebene ist." 

Schneidet man die Cayley'sche Regelfläche mit einer beliebigen 
Transversalebene 0, welche die Doppellinie D im Punkte a triflft, 
so wird die Schnittcurve eine Linie dritter Ordnung C^^ sein, welche 
im Punkte a einen Doppelpunkt besitzt. 

Die Tangenten von C^^ im Doppelpunkte a sind leicht anzu- 
geben. Es sind diess vor allem die Schnittlinie von mit der Cus- 
pidalebene IC und dann die Schnittlinie von mit der Ebene (DA), 
wenn wir mit A die durch a gehende Erzeugende der Regelfläche 
bezeichnen. Die durch die Doppellinie D gehenden Ebenen § be- 
stimmen auf JD und C^^ zwei projectivische Theilungen, nämlich auf 
D die Reihe ihrer Berührungspunkte x' und auf C^^ das System ihrer 
Schnittpunkte x. 

Die Ebene ^ berührt die. Fläche im Cuspidalpunkte p' und 
schneidet die Curve C^^ in einem der beiden Nachbarpunkte des 
Doppelpunktes a. Folglich entspricht dem Cuspidalpunkte p' jener 
Nachbarpunkt des Doppelpunktes a, welcher in der Cuspidalebene liegt. 

Die Ebene (DA) berührt die Fläche im Punkte «und schneidet 
die Curve C^^ im zweiten Nachbarpunkte desselben Punktes ö, wenn 
man ihn als zur Curve gehörig betrachtet. Es entspricht sich also 
der Punkt a in beiden projecti vischen Systemen selbst, während ihm 
ausserdem auf J) der Cuspidalpunkt entspricht^). 

„Wenn sich also auf einer Geraden D, welche durch 
den Doppelpunkt a einer Curve dritter Ordnung C^^ hin- 
durchgeht, eine Punktreihe befindet, welche projecti- 
visch ist zu einem auf der Curve liegenden Punkte- 
system, und es entspricht sich der Doppelpunkt der Curve 
einmal selbst, so ist der Ort der Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte eine Cayley'sche Regelfläche dritter 
Ordnung, welche B zur Doppellinie besitzt. Der zweite 
dem Doppelpunkte von C^^ entsprechende Punkt von D 
ist der Cuspidalpunkt der Fläche." 

Soll die Fläche unzweideutig bestimmt sein, so muss in diesem 
Falle auch angegeben werden, welcher Nachbarpunkt von a diesem 
Punkte als zu D gehörig entsprechen soll. Die durch D und den zwei- 
ten Nachbarpunkt gehende Ebene ist die Cuspidalebene der Fläche. 

*) Der Doppelpunkt ist nämlich als zweimal der Curve C^^ angehörig zu 
rechnen. 

WsT», Theorie. ^ 
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Man wird leicht erkennen, dass obige Erzeugungsart identisch 
ist mit folgender: 

„Sei/?^* eine Curve dritter Ordnung, welche in ^ einen 
Doppelpunkt besitzt; i?sei eine durch« gehende Gerade 
und a die Ebene, welche durch D und eine der beiden 
Tangenten von C^^ in a hindurchgeht, und es seien den 
durch D gehenden Ebenen a, /J, y die auf dieser Geraden 
liegenden Punkte a,b,c projectivisch zugeordnet. Legt 
man dann durch jeden Punkt von B jene Gerade, welche 
in der ihm entsprechenden Ebene liegt, und die Curve 
C^^ schneidet, so entsteht die Cayley'sche Regelfläche 
dritter Ordnung." 

Würde man dreien beliebig durch D gehenden Ebenen drei be- 
liebige Punkte auf dieser Geraden zuordnen, so würde die in der- 
selben Art erzeugte Fläche von der vierten Ordnung sein, da in 
der Ebene der Curve C^^ ausser dieser Curve auch noch eine. Erzeu- 
gende liegen würde, nämlich die Schnittlinie der Curvenebene mit 
der dem Doppelpunkte von C^^ entsprechenden Ebene des Büschels D. 

In diesem Sinne ist die im 6Q. Bande von Crelle's Journal auf 
pag. 313 angegebene Erzeugungsart der Cayley'schen Fläche zu be- 
richtigen. 

Es wird dem Leser nicht schwer fallen, die den angeführten 
Erzeugungsarten reciproken Entstehungsweisen der Cayley'schen 
Begelfläche dritter Ordnung aufzufinden. Wir wollen von diesen 
nur die nachstehenden erwähnen: 

„Das Tangentenebenensy^stem eines Kegels zweiten 
Grades und ein ihm projectivisches Ebenenbüschel, des- 
sen Axe den Kegel berührt, erzeugen eine Cayley'sche 
Regelfläche dritter Ordnung." 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie Tangente bleibt 
zu zwei Kegeln zweiten Grades, welche eine gemein- 
schaftliche Tangentenebene besitzen und eine Gerade 
in einem und demselben Punkte berühren, so erzeugt sie 
eine Cayley'sche Regelfläche dritter Ordnung." 

Die einer Cayley'schen Fläche harmonisch zugeordnete Fläche 
reducirt sich auf das in der Cuspidalebene liegende Strahlenbüschel, 
dessen Scheitel der Cuspidalpunkt ist. Es folgt diess sofort daraus, 
dass alle der Regelfläche eingeschriebenen Kegelschnitte die Cuspi- 
dalebene berühren und daher diese Ebene der Ort der Pole der 
Erzeugenden bez*uglich dieser Kegelschnitte sein muss. 

58. Wir haben schliesslich die Erzjeugnisse ein -zwei -deutiger 
Gebilde im Räume für die Fälle zu untersuchen, welche wir im Art. 7. 
nur andeuteten. 
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Nach den bisherigen Betrachtungen kann man aber sofort be- 
züglich dieses Gegenstandes folgende Sätze aufstellen: 

„Fällt man von den Punkten einer eindeutigen Reihe 
auf die Ebenen eines ihr verwandten zweideutigen Ebe- 
nenbüschels Perpendikel, so erfüllen diese eine ßegel- 
fläche dritter Ordnung, für welche der Träger der Punkt- 
reihe die einfache Leitlinie ist, während die Doppellinie 
unendlich weit liegt, nämlich in den zur Axe des Ebenen- 
büschels senkerechten Ebenen." 

„Fällt man von den Punkten einer zweideutigen Reihe 
auf die Ebenen eines ihr verwandten eindeutigen Ebe- 
nenbüschels Perpendikel, so erfüllen diese eine Regel- 
fläche dritter Ordnung, für welche der Träger der zwei- 
deutigen Reihe die Doppellinie ist, während die einfache 
Leitlinie unendlich weit liegt, nämlich in den zur Axe 
des Ebenenbüschels senkrechten Ebenen." 
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Note A. 

„Die Construction algebraischer Ausdrucke des dritten Grades.'* 

1. Unter den Curven dritter Ordnung sind insbesondere jene 
von Interesse, deren Doppelpunkt unendlich weit liegt, da sich diese 
zur Construction der Functionen dritter Ordnung von einer Variabelen 
eignen. 

Wir wollen den nachfolgenden Betrachtungen ein beliebiges 
schiefwinkeliges Parallelcoordinatensystem zu Grunde legen und uns 
zunächst mit der Curve beschäftigen, deren Gleichung in einem 
solchen Systeme: 

/-•v ax^ -{- boc* -^ ex -{- d 

^^ • ^~ ax^ + ßx + y 

ist. Vor allem anderen erkennt man durch Befreiung der rechten 
Seite vom Nenner, dass die Curve von der dritten Ordnung sei. 
Da zu jedem Werthe von x ein einziger Werth von y gehört, so 
schneidet jede zur Ordinatenaxe parallele Gerade die Curve in einem 
einzigen Punkte, welcher jedoch zweimal selbst unendlich weit rückt. 
Denny wird unendlich gross, wenn x eine der Wurzeln der Gleichung: 

(2) ax^ + ßx + y^O 

wird. Wir erkennen demnach, dass die Curve (1) im unendlichen 
Punkte der Ordinatenaxe einen Doppelpunkt besitzt, dessen zwei 
Tangenten die Gleichung (2) besitzen. Da eine Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte bestimmt ist, sobald man diesen und sechs 
.weitere Punkte kennt, und da jeder Punkt der Curve (1) durch 
seine beiden Coordinaten bestimmt wird, so wird die Function 

vollkommen bestimmt sein, sobald man zu sechs sonst beliebigen 
Werthen der Variabelen x die entsprechenden Functionswerthe kennt. 
In der That enthält auch die obige Function sechs von einander 
unabhängige lineare Constanten, welche sich aus sechs Werthepaaren 
von X und f{x) unzweideutig bestimmen lassen. 
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Da wir im II. Theile die Construction einer Curve dritter Ordnung 
aus dem Doppelpunkte und sechs weiteren Punkten kennen gelernt 
haben, so werden wir auch die folgende Aufgabe als gelöst be- 
trachten können: 

,^Man soll die Function: 

ax^-]-ba:^-^- cx-\- d 

aus sechs ihrer Werthe, welche gegebenen sechs Werthen 
der Variablen x entsprechen, construiren, d. h.*man soll 
zu jedem siebenten Werthe der Variablen den entspre- 
chenden Functionswerth graphisch finden/' 

Man wird die sechs Variablenwerthe als Abscissen und die 
correspondirenden Functionswerthe als Ordinaten in einem beliebigen 
Parallelcoordinantensysteme auftragen und wird die erhaltenen sechs 
Punkte als einer Curve dritter Ordnung angehörig betrachten, welche 
im Unendlichen auf der Ordinatenaxe einen Doppelpunkt besitzt. 
Diese Curve ist dann das Bild der vorliegenden Function. Um zu 
einem beliebigen o;- Werthe den correspondirenden Functionswerth 
* zu erhalten, wird man in der Entfernung x vom Anfangspunkte der 
Coordinaten eine Parallele zur Ordinatenaxe ziehen und deren Schnitt- 
punkt mit der Curve finden, dessen Abstand von der Abscissenaxe 
(resp. dessen Ordinate) schon den verlangten Functionswerth dar- 
stellt. Alles diess kann mittels des Lineals allein durchgeführt wer- 
den und zwar selbstverständlich nach Anleitung der im II. Theile 
niedergelegten Entwickelungen. Da sich die letzteren im zweiten 
Theile ziemlich vollständig finden, so können wir auf eine ein- 
gehende Durchführung an diesem Orte Verzicht leisten.^) 

Das bei der Vervollständigung zu verwendende zweideutige 
Büschel besitzt seinen Scheitel im unendlich weiten Doppelpunkte 
der Curve, ist somit ein Parallelstrahlbüschel, bestehend aus zur 
Ordinatenaxe parallelen Strahlen. Zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels kann man einen der sechs gegebenen Punkte machen. Die 
beiden zur Ordinatenaxe parallel an den auftretenden Directions- 
Kegelschnitt gehenden Tangenten sind die Doppelpunktstangenten 
und schneiden die Abscissenaxe in den Endpunkten der beiden 
Variabelen werthe, für welche die Function unendlich gross wird. 

Die Curve hat ausser dem unendlich weiten Doppelpunkte noch 
einen unendlich weiten Punkt und zwar in der Geraden 

ax 

denn schreibt man die Curvengleichung in der Form 



1) Vergleiche II. Theü, Art. 16. 
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und setzt a: = oo, so nähert sich — der Grenze — . 

2. ;;Man soll die Function: 

ax^ -f" ^^* -{- ex -{- d 
ax -\- ß 

au|s fünf*ihrer Werthe, welche fünf gegebenen Werthen 
der Variablen entsprechen, construiren/^ 

Für die Curve, welche diesem Falle entspricht, ist die unend- 
lich weite Gerade der Ebene eine Doppelpunktstangente, was daraus 

hervorgeht, dass hier der Quotient — für ein unendlich wachsendes 

X den Werth oo annimmt. In diesem Falle erhält man also von 
der Curve fünf Punkte und den Doppelpunkt nebst einer von seinen 
Tangenten, was zur Construction der Curve ausreicht. Die zweite 
Doppelpunktstangente ist ccx -^ ß = 0. 

3. „Man soll die Function: 

ax^ + bx^ -{- ex -{- d 

aus vier ihrer Werthe, welche vier gegebenen Werthen 
der Variablen entsprechen, construiren." 

Die dieser Function entsprechende Curve hat offenbar im unend- 
lich weiten Punkte der Ordinatenaxe einen Rückkehrpunkt, dessen 
Tangente die unendlich weite Gerade ist. Die Curve ist also von 
der dritten Classe, und man hat zu ihrer Construction die Spitze, 
deren Tangente und vier weitere Punkte. (Vergleiche Art. 41. des 
II. Theiles.) Unter den Functionen dieser Gattung hat die Function 

y = ax^ 

besonderes Interesse. Die ihr entsprechende Curve hat die Abscissen- 
axe im Anfangspunkt der Coordinaten zur Inflexionstangente, wor- 
aus eine einfache Construction der Function sich ergibt. (Siehe 
Art. 41. des II. Theiles.) 

4. „Man construire dieWurzeln der cubischen 

Gleichung: 

apc^ + bx^'{'Cx + d = 0." 

Offenbar kommt es darauf zurück, die drei Schnittpunkte der 
in 3. behandelten Curve mit der Abscissenaxe des Coordinatensystemes 
zu bestimmen. Man wird diese drei Schnittpunkte am einfachsten 
als die drei Doppelpunkte zweier ein-zweideutiger Punktreihen auf 
der Abscissenaxe finden, in welcher Beziehung wir auf Art. 15. des 
II. Theiles verweisen. Da die Bestimmung der drei Doppelelemente 
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zweier auf demselben Träger befindlichen gleichartigen ein -zwei- 
deutigen Gebilde darauf zurückkommt, die drei Schnittpunkte eines 
Kreises mit einem Kegelschnitte zu construireri, sobald der vierte 
Schnittpunkt bekannt ist; so sehen wir das übrigens bekannte Er- 
gebnisse dass man die cubischen Aufgaben mittels eines Kreises und 
eines durch einen Punkt des Kreises gehenden Kegelschnitts con- 
structiv lösen könne. 

5. „Man construire die Function: 

ax^ -f- bx -\- c 
ax^ + P^ + y 

aus fünf ihrer Werthe, welche fünf gegebenen Werthen 
der Variablen entsprechen." 

Die zugehörige Curve geht durch den unendlich weiten Punkt 
der Abscissenaxe; denn die Curve hat eine zur Abscissenaxe parallele 

Asymptote, Asiimy ^^^ ^ A^ T / ^^^ o; = oo gleich — wird. Zu den 

durch die fünf Functionswerthe bestimmten fünf Curvenpunkten 
kommt also der unendlich weite Punkt der Abscissenaxe hinzu, 
wodurch die Curve vollständig gegeben ist und leicht construirt 
werden kann. 

6. „Man construire die Function: 

ax + b 



ctx^ -|- ßx -\- y 

aus vier ihrer Werthe, welche gegebenen vier Werthen 
der Variablen entsprechen.^' 

Die zugehörige Curve hat die Abscissenaxe zur Asymptote und 
man kennt daher von der Curve vier Punkte und dann einen unend- 
lich weiten Punkt nebst dessen Tangente. (Siehe Art. 16. des 
II. Theiles.) 

7. „Man construire die Function: 



ax^ -j- ßx -}-y 

aus drei ihrer Werthe, welche drei gegebenen Werthen 
der Variablen entsprechen." 

Die diesem Falle entsprechende Curve hat die Abscissenaxe zur 
Inflexionstangente, wobei der unendlich weite Punkt der Inflexions- 
punkt ist. Man kennt aleo von der Curve ausser dem Doppelpunkte 
noch drei weitere Punkte, welche den gegebenen drei Functions- 
werthen entsprechen*, und überdiess einen Inflexionspunkt nebst 
dessen Tangente; die Construction der Curve erfolgt nach Art. 21. 
des II. Theiles. # 
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Note B/ 

„ Construction der Hauptkrümmungshalbmesser und der 
Hauptkrümmungsrichtungen bei beliebigen Flächen. " 

1. Es sei F eine beliebige Fläche j o ein Punt derselben und 
die Tangentialebene der Fläche im Punkte o; ferner sei .Vdie Flächen- 
normale in diesem Punkte. Jede durch die Normale N gehende 
Ebene S liefert einen Normalschnitt der Fläche, welchem im Punkte 
ein Krtimmungskreis fC zukommt, dessen Centrum x auf der Flächen- 
normale N liegt. Wir wollen der Ebene ^ den in ihr liegenden Krüm- 
mungsmittelpunkt X entsprechen lassen. 

Man erhält, wie sich leicht zeigen lässt, auf diese Art zwei ein- 
zwei-deutige Gebilde, und zwar die eindeutige Punktreihe (x) auf 
der Normale und das zweideutige ^enenbüschel (6), dessen Axe 
die Normale ist. 

Denn in der That entspricht (sobald nur der »Punkt o keine 
Singularitäten aufweiset) jeder durch N gehenden Ebene 5 ein und 
nur ein einziger Krümmungsmittelpunkt x, während jedem Krüm- 
mungsmittelpunkt X zwei Normalschnitte und folglich auch zwei 
Ebenen ^ des Büschels N entsprechen. Von dem zuletzt Gesagten 
überzeugt man sich am einfachsten in folgender Weise: 

Man beschreibe aus dem Punkte x als Centrum mit dem Radius 
xö eine Kugel, welche offenbar im Punkte o die Fläche i?* berühren 
wird. Die Schnittcurve dieser Kugel mit der Fläche F wird im 
Punkte einen Doppelpunkt besitzen, dessen zwei Tangenten mit 
der Normale N zwei Ebenen bestimmen, denen, wie leicht zu er- 
kennen ist, der Punkt x als Krümmungsmittelpunkt entspricht. 

Denkt man sich die sämmtlichen, die. Fläche F im Punkte o 
berührenden Kugeln, so bilden deren auf der Normale N liegende 
Mittelpunkte {x) eine mit dem Kugelsysteme projectivische Punkt- 
reihe. Hierbei entspricht der Tangentialebene 0, wenn man sie als 
eine Kugel mit unendlich grossem Radius betrachtet, der unendlich 
weite Punkt der Normale N, während der Punkt o der unendlich 
kleinen Kugel entspricht, welche durch ihn repräsentirt wird. Jede 
von den Kugeln schneidet die Fläche F in einer Curve, welche im 
Punkte einen Doppelpunkt und folglich ein Tangentenpaar be- 
sitzt. Diese Tangentenpaare sind nun in Involution*), und folglich 
auch die durch sie und die Normale iV^ gehenden Ebenenpaare. Diese 
Ebeneninvolution ist projectivisch zu der Reihe der Kugelmittelpunkte 
und somit stellen beide zwei ein-zw^i-deutige Gebilde vor. 

Vergleiche Chasles' Geschichte der Geometrie pag, 340 der deutschen 
Ausgabe. 
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Die Doppelstrahlen des zweideutigen Gebildes sind die beiden 
Hauptnormal schnitte der Fläche, da sie den beiden stationär berüh- 
renden Kugeln entsprechen. Daher sind die Mittelpunkte dieser zwei 
Kugeln d. h. die Hauptkrümmungsmittelpunkte der Fläche die bei- 
den Verzweigungspunkte der eindeutigen Punktreihe. 

Zu denselben Resultaten führt die Untersuchung der bekannten, 
die Krümmungsradien" der Normalschnitte liefernden Gleichung: 

1 cos^ tp sin^ tp 

wobei man überdiess die besondere Natur der erwähnten ein - zwei- 
deutigen Verwandtschaft erkennt. 

In der obigen Gleichung sind B^ und Äj die Krümmungsradien 
der beiden Hauptschnitte i/j^^ ^t2 ^^^ Fläche F und M der Krüm- 
mungsradius jenes Normalschnittfes S, welcher mit einer der Haupt- 
normalebenen den Winkel g) einschliesst. Betrachtet man E als den 
bestimmenden Parameter des dem Normalschnitte J zugehörigen 
Krümmungsmittelpunktes x^) und führt man das Theilverhältniss : 

sin q> 

cos q> ^ ^ 

des Normalschnittes | bezüglich des Winkels der Hauptschnitte ein, 
so kann obige Gleichung in die Form: 

R (i?2 + R^ig'^q>) — Ä, Ä2 (1 + tg^ 9) = 

gebracht werden, was offenbar nichts anderes als die Verwandtschafts- 
gleichung zweier ein - zwei - deutiger Gebilde ist. Da R linear und 
igq) quadratisch in diese Gleichung eintritt, so ist die Reihe der 
Krümmungsmittelpunkte das eindeutige Gebilde, während das Büschel 
der Normalebenen zweideutig ist. 

Für jR = Ä| erhält man für igtp zwei gleiche Wurzeln, nämlich 
tgq) = und im R=^R^ zwei gleiche unendlich grosse Werthe. Es 
sind also in der That die beiden Hauptschnitte zugleich die Doppel- 
elemente des zweideutigen Ebenen büschels und die beiden . Haupt- 
krümmungsmittelpunkte — Vy w wollen wir sie mit dem Früheren 
übereinstimmend nennen — sind die Verzweigungselemente der ein- 
deutigen Punktreihe auf N. 

Aus der Verwandtschaftsgleichung folgt: 

_ Rfi^{XM9^q>) 

und aus diesem Ausdrucke erkennt man, dass R gleich Null wird", 

wenn: 

l-f/^2^=^0 



^) Es ist ox = R. 
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ist; d. h. wenn: 

tgq> = + }/— 1 
ist. Dem Fusspunkte o der Normale N entsprechen also im zwei- 
deutigen Büschel die durch die Normale N an den imaginären Kugel- 
kreis gehenden zwei Tangentialebenen. Schliesslich wird B=oo, wenn 



tffq) 



-±/i. 



d. h. dem unendlich weiten Punkte der Normale entsprechen die 
beiden Inflexionsnormalschnitte der Eläche. 

Wir können das Ergebniss der vorstehenden Betrachtungen in 
folgenden Satz zusammenfassen: 

,;Das Büschel der Normalschnitte einer Fläche in 
einem ihrer Punkte ist mit der Reihe der zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkte in ein-zwei-deutiger Beziehung, 
und zwar ist hierbei das Büschel zweideutig, während 
die Reihe eindeutig ist. Die Verzweigungspunkte der 
eindeutigenReihe sind dieHauptkrümmungsmittelpunkte 
der Fläche und die Doppelebenen des Büschels sind die 
ihnen entsprechenden Haüptnormalschnitte der Fläche. 
Dem Punkte der Fläche, von dem wir ausgegangen sind, 
entsprechen jene zwei Ebenen des Büschels, welche den 
imaginären Kugelkreis berühren'), und dem unendlich 
weiten Punkte der Reihe entsprechen die beiden durch 
die Inflexionstangenten der Fläche gehenden Ebenen 
des Büschels.'^ 

2. Da die beiden Doppelelemente des zweideutigen Büschels 
und demnach auch die Verzweigungselemente der eindeutigen Reihe 
in diesem Falle reell sind, so ist das zweideutige Büschel complex. 
Durch die beiden Verzweigungselemente d. h. durch die beiden 
Hauptkrümmungsmittelpunkte wird die Flächennormale N in zwei 
Abschnitte getheilt, nämlich in den reellen und in den imaginären. 
(Siehe II. Theil, Art. 4.) Der Fusspunkt o der Normale liegt, da 
ihm ein imaginäres Elementenpaar des zweideutigen Büschels ent- 
spricht, immer im imaginären Theile der eindeutigen Punktreihe. 
Wenn also die beiden Hauptkrümmungsmittelpunkte auf einer und 
derselben Seite von o liegen, so ist der durchs Unendliche gehende 
Theil der Normale der imaginäre Theil, und es entsprechen daher 
dem unendlich weiten Punkte der Normale zwei imaginäre Elemente 
des zweideutigen Büschels d. h. die beiden Inflexionsschnitte sind 
imaginär und folglich die Fläche F beim Punkte o concav-concav. 
Der Punkt o ist elliptisch. 



^) Deshalb stehen die beiden Hauptnormalschnitte auf einander senkerecht. 
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Wenn dagegen o zwischen den Hauptkrümmungsmittelpunkten v, 
w liegt, d. h. wenn die Hauptkrümmungshalbmesser entgegengesetzt 
gerichtet sind, so gehört der durchs Unendliche gehende Theil der 
Normale dem reellen Theile der eindeutigen Reihe an, die Inflexions- 
schnitte sind reell und die Fläche concav - convex. Der Punkt o ist 
hyperbolisch. 

Wenn schliesslich einer der Verzweigungspunkte ins Unendliche 
fallt, so ist ein parabolischer Punkt der Fläche. 

3. Es mag auch noch erwähnt werden, dass man zu der Gleichung : 

1 cos^ qp j^ sin^ qp 

sehr leicht gelangt, wenn man sich die Aufgabe stellt, die Verwandt- 
schaftsgleichung der beiden ein - zweideutigen Gebilde, welche wir 
betrachteten, aufzustellen: 

Nachdem man aus den einleitenden Betrachtungen des 1. Artikels 
oder, was ebenso leicht ist, aus der Theorie der Indicatrix erkannt 
hat, dass das Büschel der Normalebenen mit der Reihe der Krüm- 
mungsmittelpunkte in ein-zweideutiger Beziehung steht; nachdem man 
ferner erkannt hat, dass die Doppelebenen des Büschels (als den 
Axen der Indicatrix entsprechend) auf einander senkrecht stehen, 
und dass schliesslich dem Punkte o (als unendlich kleine Kugel 
betrachtet) die den imaginären Kugelkreis tangierenden Ebenen des 
Büschels entsprechen^); kann man dazu schreiten, die Verwandt- 
schaftsgleichung der beiden Gebilde aufzustellen. 

Bezeichnet man den Parameter, das Theil verhältniss eines Ele- 
mentes des eindeutigen Gebildes mit | und das Theilverhältniss des 
entsprechenden Elementes im zweideutigen Gebilde mitiy^ so ist die 
Verwandtschaftsgleichung im Allgemeinen: 

g (aiy2 ^i,^^c) + («1 ^^ + «»1 ^ + ^,) = 2) 

Wir wollen nun das Theilverhältniss $ des Elementes im ein- 
deutigen Gebilde d. h, das Theilverhältniss des Krümmungsmittel- 
punktes bezüglixjh der beiden Verzweigungspunkte v, w (der beiden 
Hauptkrümmungmittelpunkte) bestimmen, und ebenso das Theilver- 
hältniss ri der entsprechenden Normalebenen in Bezug auf das Paar 
der Doppelebenen i/jj; ß>i2 nehmen, so dass also, wenn man die beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser mit R^ und R^ und den variablen 
Krümmungshalbmesser mit R bezeichnet: 



s = 



n, — R 



^) Diess begründet sich geometrisch dadurch, dass die unendlich kleine Kugel 
die Tangentenebene der Fläche in einem unendlich kleinen Kreise schneidet, 
welcher mit dem Centrum der Indicatrix übereinfällt. 

«) I. Theil Art. 4. 
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wird; für das Theilverhältniss i^ haben wir: 

sin VifS 

n = — 7\ 

sin C0|t £ 

wobei B die dem Radius R entsprechende Normalebene ist. Da aber 
1^12 -L auf CÖJ2 ist, so hat man 

sin ^12 E y^ 

cos Vis b 

oder wenn man -«^ i/jj« kurz mit 9 bezeichnet: 

ri = tgq). 

Die Verwandtschaftsgleichung nimmt jedoch nach unserer Fest- 
stellung der Grundelementenpaare einen wesentlich einfachen Charakter 
an. Da nämlich dem Werthe | = zwei gleiche Werthe iy = 0, und 
dem Werthe g = cx> zwei Werthe iy == + cx> entsprechen müssen, so 
findet man nach kurzer Ueberlegung, dass in der Verwandtschafts- 
gleichung : 

a = 0, ö = 0, b^=0, ^1 = 

sein müsse, und dass sich daher diese in die Form: 

bringen lässt. 

Die Einführung der Werthe für 5 und rj liefert: 

Zur Bestimmung der Constanten a bedienen wir uns der That- 
sache, dass dem Fusspunkte der Normale N die durch sie an den 
imaginären Kugelkreis gehenden zwei Tangentialebenen entsprechen, 

d. h. dass dem Werthe Ä = 0'das Werthepaar tg q) = + }/— l 
entspricht. 

Setzen wir diese Ausdrücke in die letzte Gleichung, so ergibt sich : 

^ = — 

und folglich nimmt die Verwandtschaftsgleichung die Form: 

Rt — R Rf j 

an, welche sich durch eine einfache Transformation in: 

1 cos^ (p j^ «m* qp 

umsetzen lässt. 

4. Auf Grund der Entwickelungen der ersten zwei Artikel und 
mit Berücksichtigung des im I. Theile Niedergelegten ist es nicht 
schwer, die folgende Aufgabe constructiv aufzulösen: 

„Es sind die Krümmungshalbmesser von drei Nor- 
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malschnitten einer Fläche in einem ihrer Punkte gegeben, 
man soll die beiden Hauptkrümmungshalbmesser und 
Hauptschnitte der Fläche und den Krümmungshalb- 
messer eines beliebigen vierten Normalschnittes con- 
struiren." 

Wie man sieht, kommt, es nur auf die Vervollständigung ein- 
zweideiltiger Gebilde an, und überdiess auf die Construction der 
Doppel- und Verzweigungselemente. Wir wollen uns daher nur 
mit einer skizzirten Auflösung zufrieden stellen. 

Die vorher verwendete Bezeichnung beibehaltend, seien «,, /3,, y, 
drei Normalschnitte, deren Krümmungsradien öa, ob,öc sein mögen. 
Dann entsprechen den drei Punkten ö, b, c dfer eindeutigen Reihe 
auf N die drei Ebenen a^, ß^, y^ des zweideutigen Ebenenbüschels, 
dessen Axe N ist. üeberdiess wissen wir, dass dem Fusspunkte o 
der Normale die beiden den imaginären Kugelkreis tangierenden 
Ebenen des Büschels entsprechen. Durch fünf Paar entsprechender 
Elemente sind aber bekanntlich zwei ein - zweideutige Gebilde be- 
stimmt, und demnach ist die Lösung unserer Aufgabe wirklich sicher- 
gestellt. 

Es seien J^, ^„ C^ die Schnittlinien der Ebenen a,, /S|, y^ mit 
der Tangentialebene der Fläche im betrachteten Punkte o. Dann 
können wir an Stelle des Ebenenbüschels das mit ihm perspectivische 
Strahlenbüschel (A^y B^y ^i • • •) setzen und zur Construction verwenden. 

Um die Vervollständigimg der beiden Gebilde (ö, &, c . . .) und 
{AyyB^jO^ . . .) vornehmen zu können, werden wir die Punktreihe 
mit einem Strahlenbüschel in projectivische Verbindung setzen und 
das letztere an Stelle der ersteren zur Vervollständigung benützen. 
Zu dem Ende denken wir uns die Normale N so in die Tangential- 
ebene gelegt, dass der Punkt a auf den ihm entsprechenden 
Strahl A^ fällt, ohne dass jedoch A^ mit N zusammenfiele. Nun 
projiciere man die Punktreihe Oyü^bc aus einem willkürlichen Punkte 
t des Strahles A^ durch das Strahlenbüschel (ö, Ay B, C), Man erhält 
so zwei ein-zweideutige Strahlenbüschel (ö, Ay B,C . , .) und (^j, B^y 
C^ . . .), wobei sich die gleichbezeichneten Strahlen entsprechen, und 
wobei dem Strahle des eindeutigen Büschels die beiden von o 
nach den imaginären Kreispunkten der Ebene gehenden Strahlen 
des zweideutigen Büschels entsprechen werden. 

Die beiden Strahlenbüschel sind jedoch überdiess in reducirter 
Lage , da sich die zwei entsprechenden Strahlen Ay A^ decken. Der 
Reductionskegelschnitt C^ ist sonach bestimmt und zwar durch folgende 
fünf Punkte: o als Scheitel des zweideutigen Büschels, {By B^y (Cy C^ 
als Schnittpunkte zweier Strahlenpaare und schliesslich durch die zwei 
Punkte auf ö, in denen dieser Strahl von den beiden durch o nach den 
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imaginären Kreispunkten von 8 gehenden Strahlen geschnitten wird; 
diese zwei Schnittpunkte stellen sich als die Doppelpunkte jener 
Involution dar, in welcher von der rechtwinkligen Strahlenin> 
volution getroffen wird, welche o zum Scheitel hat. 

Man kennt also von dem Reductionskegelschnitte C^ drei i'eelle 
Punkte und die Punktinvolution, welche der Kegelschnitt auf einer 
Geraden bestimmt. Hierdurch ist er bestimmt und kaan nach 
bekannten Methoden construirt werden.*) Man kann auch den Kegel- 
schnitt C2 durch einen ihm collinear liegenden Kreis ersetzen und 
hat zu dem Behufe nur als Collineationscentrum und als die 
Gegenlinie des Systemes C^ zu betrachten, um zu C2 einen Kreis 
als Collineare zu erhalten. 

Wir können hier auf die Detailconstruction selbstverständlich 
nicht eingehen. Mittelst des Kegelschnittes C^ kann man nun die 
beiden Büschel 0, t vervollständigen und daher auch zu jedem Normal- 
schnitte den betreffenden Krümmungsradius construiren. 

Zieht man von t an den Kegelschnitt C^ die beiden immer reellen 
Tangenten V, W^ so schneiden diese die in liegende Normale N 
schon in den zwei Hauptkrümmungsmittelpunkten, und die von 
nach den Berührungspunkten der Tangenten gehenden Strahlen V^^i 
W^2 ßiiicl; äIs Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels, die beiden 
Hauptkrümmungsrichtungen der Fläche. 

Hiermit wäre also in der That die von uns aufgestellte Aufgabe 
gelöst. 

5. Schliesslich mag nur noch eine Erweiterung der Aufgabe er- 
wähnt werden, welche eintreten kann. Da man nach dem Meunier- 
schen Theorem aus dem Krümmungshalbmesser eines beliebigen 
schiefen Schnittes der Fläche durch einfaches Projicieren den 
Krümmungshalbmesser des Normalschnittes ableiten kann, „so lässt 
sich die letztbehandelte Aufgabe auch für den Fall lösen, 
wenn die Krümmungen dreier beliebigen Schnitte be- 
kannt sind." 

Wir wollen, weil es uns zeitgemäss scheint, nur auf die folgende 
specielle Aufgabe hinweisen, welche im Vorhergehenden ihre Auf- 
lösung gefunden hat: 

„Man soll in irgend einem Punkte einer Fläche drit- 
ter Ordnung die Hauptkrümmungshalbmesser und die 
Hauptkrümmungsrichtungen construiren." 

Man wird durch den Punkt und durch drei von den 27 Geraden 
der Fläche (drei sind bekanntlich immer reell) drei Ebenen legen, 
die Krümmungsradien der Kegelschnitte, in denen diese Ebenen die 



•) Vergleiche Steiner's Vorlesungen von H. Schröter, pag. 164. 
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Fläche schneiden, im betreffenden Punkte construiren, und nach 
obiger Anleitung weiter verfahren. 

Wir hoffen ; dass die constructive Durchführung keine Schwierig- 
keiten bieten werde. 



Note C. 



jy 



Die Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte als 
Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde." 



1. Im 54. Bande des Crelle'schen Journals für reine und ange- 
wandte Mathematik pag. 31 behandelt Schröter in einer schönen Ab- 
handlung die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde. Da 
sich unter diesen Erzeugnissen auch die von uns im ersten Theile 
behandelten Curven vorfinden , und die betreffenden Untersuchungen 
sich schwer in die dortigen Entwickelungen einflechten Hessen, so 
wollen wir in dieser Note in Kürze auf diesen Gegenstand zurück- 
kommen. 

Hierbei müssen wir selbstverständlich darauf verzichten, die 
Schröter'schen Betrachtungen in ihrer Gesammtausdehnung zu wieder- 
holen, wesshalb wir auf die schon erwähnte interessante Abhandlung 
verweisen. Es sei C2 ein Kegelschnitt und Träger eines Tangenten- 
systemes Ay B^ C . . . und d ein Punkt und Scheitel eines dem Tan- 
gentensysteme projectivischen Strahlenbüschels A^, B^j C^ , so 

kann man den Ort -des Schnittpunktes zweier entsprechender Ele- 
mente der beiden Gebilde verfolgen, welcher selbstverständlich eine 
Cutve sein wird. 

Um den Grad des Erzeugnisses zu bestimmen , hat man die 
Frage zu beantworten, wievielemal es geschieht, dass sich zwei 
entsprechende Elemente der beiden Gebilde auf einer beliebigen 
Transversale schneiden. 

Es sei T die beliebig angenommene Transversale. Um zu den 
Punkten zu gelangen, welche der fragliche Ort mit derselben gemein 
hat, stellen wir folgende Verwandtschaft Jest : 

Ein Strahl Äi des Büschels d trifft die Transversale T in einem 
Punkte (JTj jT), aus welchem sich an den Kegelschnitt C2 zwei Tan- 
genten F, Z legen lassen, denen im BüscheU^ nach der früher fest- 
gesetzten projectivischen Beziehung zwei Strahlen JF,, Z^ entsprechen 
werden. Wir ordnen nun dem Strahle Ä^ die beiden Strahlen F^, Z^ zu. 

Da die aus den einzelnen Punkten von T an den Kegelschnitt C^ 
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gehenden Tangentenpaare {FZ) eine Involntion bilden, so werden 
auch die Strahlenpaare (F,, Zj) eine Involution bilden, von welcher 
je ein Strahlenpaar einem Strahle JT, entspricht. Man erhält so am 
Scheitel 8 zwei ein-zweideutige Strahlenbäschel, deren Doppelstrahlen 
offenbar die Transversale T in solchen Punkten treffen, in denen 
sich zwei entsprechende Elemente der beiden projectivischen Gebilde 
schneiden. 

Da min zwei ein-zweideutige Gebilde, welche sich auf demselben 
-Träger befinden, drei Doppelelemente besitzen, so wird es auf jeder 
Transversale drei Punkte des fraglichen Ortes geben, d. h. derselbe 
ist eine Curve dritter Ordnung. Auf jeder durch den Punkt d 
gehenden Geraden A^ befindet sich ein Punkt der Curve, welcher 
sich als der Schnitt von A2 mit der diesem Strahle entsprechenden 
Tangente A des Tangentensystemes C2 darstellt. Zweimal geschieht 
es nun, dass dieser Punkt mit dem Scheitel d des Strahlenbilschels 
zusammenfällt. Es lassen sich nämlich durch dan C2 zwei Tangenten 
G und G' legen, denen im Strahlenbüschel zwei Strahlen ö„ G^ prö- 
jectivisch entsprechen werden. Für diese zwei Strahlen fallen die 
auf ihnen liegenden Curvenpunkte mit 9 zusammen. Es ist also S 
ein Doppelpunkt der Curve und G^y G{ sind die Tangenten der Curve 
in diesem Punkte. Wir können also das Ergebniss der vorher- 
gehenden Betrachtung folgendermassen zusammenfassen: 

„Ein Strahlcnbüscfael 8 schneidet ein ihm projec- 
tivisches Tangentensystem auf einem Kegelschnitte (72 in 
einer Curve C^ dritter Ordnung, für welche der Scheitel 
des Büschels ein Doppelpunkt ist. Die den durch d 
gehenden Tangenten des Kegelschnittes C^ projectivisch 
entsprechenden zwei Strahlen des Büschels d sind die 
Doppelpunktstangenten der Curve." 

Hieraus folgt unmittelbar: ** 

„Der Doppelpunkt der erzeugten Curve ist ein eigent- 
licher, ein isolirter oder aber eine Spitze, je nachdem 
er ausserhalb, innerhalb, oder auf dem Kegelschnitte C^ 
liegt." 

Wenn d auf dem Kegelschnitte C^ liegt und somit ein Rück- 
kehrpunkt der Curve C^ ist, so ist die Rückkehrtangente «jener 
Strahl des Büschels d, welcher der Tangente des Kegelschnittes Cj 
im Punkte d projectivisch entspricht. 

Nach dem Gesetze der Reciprocität erhält man aus den zwei 
vorstehenden Sätzen den folgenden: 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
projectivischen Punktreihen, von denen eine auf einer 
Geraden und eine auf einem Kegelschnitte sich befindet, 
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umhüllen eine Curve dritter Classe (vierter Ordnung), 
für welche der Träger der geraden Punktreihe eine 
Doppeltangente ist. Die Berührungspunkte der Doppel- 
tangente entsprechen projectivisch ihren Schnittpunkten 
mit dem Kegelschnitte. Die Doppeltangente ist eine 
eigentliche, eine ideelle oder eine Inflexionstangente, 
jenächdem sie den Kegelschnitt schneidet, nicl^t schnei- 
det, oder berührt." 

2. Wir haben im vorigen Artikel die drei Schnittpunkte der 
Geraden T mit der durch ein Strahlenbüschel und ein ihm projec- 
tivisches Tangentensystem eines Kegelschnittes erzeugten Curve ^4^ 
als die drei 'Doppelpunkte zweier einzweideutigen auf T liegenden 
Punktreihen kennen gelernt; nämlich jener Punktreihen, in denen 
die Transversale T die beiden betrachteten einzweideutigen concen- 
trischen Büschel schneidet. Die Auffindung dieser drei Schnittpunkte 
ist folglich äquivalent der Auflösung einer cubischen Aufgabe. Es 
ist bemerkenswerth , dass sich diese Aufgabe in eine des ersten und 
eine des zweiten Grades zerlegt, falls die Gerade T eine Tangente 
des Trägers C^ ist. Denn in diesem Falle ist einer von den drei 
Schnittpunkten jener, in welchem T von dem ihr entsprechenden 
Strahle T^ des Büschels d geschnitten wird , und kann somit mittelst 
des Lineals allein construirt werden. Die beiden anderen Schnitt- 
punkte ergeben sich als die zwei Doppelpunkte zweier projecti vischen 
Punktreihen auf T, nämlich der durch das Büschel 8 und der ihr 
projectivischen durch das Tangentensystem auf T bestimmten Punkt- 
reihe. 

Wenn schliesslich die Transversale T durch den Doppelpunkt d 
hindurchgeht, so schneidet sie C^ ausser in diesem, nur noch in 
einem Punkte, welcher leicht lineal construirt werden kann. 

Da das Strahlenbüschel 8 projectivisch ist mit dem Tangenten- 
systeme C^^ so ist es auch projectivisch mit dem Punktsystem, in 
welchem der Kegelschnitt C^ von dem Tangentensystem berührt wird. 
Lässt man. nun jedem Punkte a von Cc^^ das Punktepaar a^, «2 
desselben Kegelschnittes entsprechen, in welchem er von dem 
Strahle A^ geschnitten wird, welcher der Tangente A von a projec- 
tivisch entspricht, so erhält man auf C^ zwei einzweideutige Punkt- 
systeme, deren drei Doppelebenen offenbar drei dem Kegelschnitt 
und der Curve C^ gemeinsame Punkte sind. Denn ist z. B. d einer 
von den drei Doppelpunkten, so muss der Tangente D von C^ in d 
der nach diesem Punkte gehende Strahl D^ des Büschels 8 projectivisch 
entsprechen, und somit ist d als Schnittpunkt zweier entsprechen- 
den Elemente ein Punkt des Erzeugnisses 6^4^. 

Ueberdiess zeigt sich, dass in einem solchen Doppelpunkte, 

Wktb, Theorie. 9 
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wie es d ist, die Curve C^^ den Träger C^ berührt. Denn um z. B. 
die ausser d auftretenden Schnittpunkte von D mit ^4^ zu finden, 
erinnere man sich, dass dieselben sich als die beidai Doppelpunkte 
jener zwei projecti vischen Punktreihen darstellen,- welche das Büschel 
d und das Tangentensystem C^ auf D bestimmen. In unserem Falle 
erkennt man aber sofort, dass d einer von diesen Doppelpunkten 
ist, so dasfi also in d zwei von den Schnittpunkten der Geraden B 
mit Cj^^ vereinigt sind; folglich berührt wirklich die Curve C^^ den 
Kegelschnitt C^ in dem Punkte d. Ebenso für die beiden anderen 
Doppelpunkte. 

„DasErzeugniss (74^ der beiden projecti vis chen Systeme 
C2, S wird vom Träger C^ des Tangentensystemes drei- 
fach berührt." 

Die drei Berührungspunkte kann man auch in folgender Weise 
direct erhalten. 

Man projiciere aus einem beliebigen Punkte t des Kegelschnittes 
C2 das System a, b, c . . . . der Berührungspunkte des Tangenten- 
systemes^, B,C ..,., so erhält man ein Strahlenbüschel ^V ^? C . . ., 
welches oflFenbar projectivisch sein muss zum Strahlenbüschel ^,, j5j, 
6j. . . . 

Die beiden projecti vischen Strahlenbüschel d, t werden einen 
Kegelschnitt Z erzeugen, welcher mit dem Träger C^ ausser dem 
Punkte t noch drei weitere Punkte rf, ^*, «P gemein haben wird. 

Diese drei Punkte dyd^,d^ sind jedoch nichts Anderes als die 
Berührungspunkte von C^^ mit 6^2- 

3. Man kann jede Curve dritter Ordnung C^^, welche einen 
Doppelpunkt S besitzt, auf doppelt unendlich viele Arten als das 
Erzeugniss eines Strahlenbüschels, dessen Scheitel #, und eines pro- 
jectivisch en Tangentensystem'es , dessen Träger ein die Curve drei- 
fach berührender Kegelschnitt ist, betrachten. Ist nämlich C2 ein 
solcher Kegelschnitt, welcher die Curve 6^4^ in den drei Punkten d, 
d^yöP^ berührt, so lasse man die Tangenten D, D^, D^ desselben in 
diesen drei Punkten projectivisch den drei Strahlen D^y D^\ D^ ent- 
sprechen, welche sich aus dem Doppelpunkte d der Curve C^ nach 
den resp. Punkten rf, ^', ^ ziehen lassen. 

Durch diese drei Elementenpaare 2>, D^\ JD^ Z>,^; 2>^, D^^ ist die 
projecti vische Beziehung der beiden Systeme festgesetzt, und ihr 
Erzeugniss wird eine Curve C^^ sein, welche mit der ursprünglich 
angenommenen identisch sein muss, da sie dieselbe in drei Punkten 
berührt und denselben Doppelpunkt besitzt. 

Aus dem vorletzten Satze des vorhergehenden Artikels ergeben 
sich sofort folgende bemerkenswerthe Resultate: 

„Besitzt eine Curve dritter Ordnung einen eigent- 
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liehen Doppelpunkt, so liegt dieser ausserhalb aller die 
Curve dreifach berührenden Kegelschnitte. Ist jedoch 
der Doppelpunkt isolirt, so liegt er innerhalb aller dieser 
Kegelschnitte." 

Wenn der Scheitel d auf dem Kegelschnitte C2 Hegt, so entsteht 
nach Früherem eine Curve 6^3^ dritter Ordnung und Classe-, für welche 
d eine Spitze ist. Die Spitzentangente entspricht projectivisch der 
Kegelschnittstangente im Punkte d. 

In diesem Falle ist der Träger C2 ein nur zweifach die Curve 6^3^ 
berührender Kegelschnitt. Denn das Strahlenbüschel d (A^ , B^y 
(7j . . .) bestimmt auf dem Kegelschnitte C2 eine Punktreihe, welche 
projectivisch ist zur Reihe der Berührungspunkte des Tangenten- 
systemes (A, B, C . . .). Diese beiden projecti vischen auf C^ liegen- 
den Punktreihen werden zwei Doppelpunkte besitzen, in denen 6?2 
die Curve C^ berühren muss. 

Umgekehrt kann man jede Curve 6^3^ dritter Ordnung und Classe 
auf doppelt unendlich viele Arten als das Erzeugniss eines Strahlen- 
büschels und eines ihm projectivischen Tangentensystemes auf einem 
Kegelschnitte betrachten. Ist nämlich C^ ein die Curve 6^3^ zweifach 
berührender Kegelschnitt, welcher durch die Spitze 8 der Curve hin- 
durchgeht, und man lässt den beiden von ä nach den zwei Be- 
rührungspunkten gehenden Strahlen die Tangenten von C^ in diesen. 
Punkten projectivisch entsprechen, während der Spitze^tangente von 
C^ die Kegelschnittstangente von d entspricht, so erzeugen die beiden 
projectivischen Gebilde die Curve ^3^. 

4. Wir wollen uns in diesem Artikel etwas eingehender mit der 
eigentlich bereits gelösten Aufgabe: 

„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen gegebenen Doppelpunkt 8 besitzt und einen gege- 
benen Kegelschnitt C^ in drei gegebenen Punkten be- 
rührt" 

beschäftigen. Es sei, wie früher 8 der Doppelpunkt, C^ der ge- 
gebene Kegelschnitt und d^ d\ d- die drei Punkte desselben, in denen 
er von der gesuchten Curve berührt werden soll. Wir können nach 
Früheretn die Curve als das Erzeugniss zweier projectivischen Systeme 
betrachten, nämlich eines Strahlenbüschels mit dem Scheitel 8 und 
eines ihm projectivischen Tangentensystemes auf dem Kegelschnitte 
6^2- Zu dem Ende braucht man nur den drei Tangenten />, I)\ D'^ 
des Kegelschnittes C^ in den drei Punkten rf, <?*, ^^, die drei nach 
diesen Punkten gehenden Strahlen />i, D^y D^ des Büschels 8 zuzu- 
ordnen. Zu Ende des 2. Artikels wurde eine ' Vervollständigungs- 
methode der beiden projectivischen Gebilde angegeben, bei welcher 
man sich irgend eines durch die vier Punkte d, dy d\ d^ gehenden 
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Kegelschnittes Z bedienen kann. Wir wollen hier dieselbe Methode 
zur Vervollständigung benützen, ihr jedoch eine besonders einfache 
Gestalt geben. 

Der Strahl i>, wird den Kegelschnitt C^ ausser im Punkte d 
noch einmal; etwa im Punkte t schneiden. Wir projicieren nun aus 
diesem Punkte t das Berührungspunktsystem des Tangentensystemes/?, 
D^y D^ . . . . durch ein Strahlenbüschel j/, D^' i>^' . . ., welches oflFen- 
bar projectivisch ist mit dem Strahlenbüschel />„ B^^, i>,*, da ja 
beide projectivisch sind mit dem Tangentensysteme D, i>^, 2>^ . . . 

Die beiden Strahlenbüschel sind überdiess perppectivisch, weil in 
der Verbindungslinie St ihrer Scheitel ein Paar B^y D' von ent- 
sprechenden Strahlen vereinigt sind. Entsprechende Strahlen beider 
Büschel werden sich somit auf einer Geraden schneiden müssen. 
Von dieser Geraden — dem perspecti vischen Durchschnitte beider 
Büschel — besitzen wir zwei Punkte, nämlich ä^ als Schnitt der bei- 
den entsprechenden Strahlen D^, />*', und ö^ als Schnitt von D^^ mit 
2>2'. Es ist also die Gerade 6} ä^ = Z der perspectivische Durch- 
schnitt beider Büschel. Um nun den auf einem beliebigen durch 8 
gehenden Strahle X^ liegenden Punkt der Curve C^ zu finden, ver- 
binde man den Schnittpunkt, welchen X^ auf Z bestimmt, mit / und 
ziehe in dem Schnittpunkt dieser Geraden und des Kegelschnittes C^ 
an letzteren die Tangente X^ welche .l'j in dem verlangten Punkte 
schneiden wird. 

Die Gerade Z wird die Curve C^ ausser in d^ und d^ noch in 
einem dritten Punkte schneiden, den man leicht als jenen Punkt m 
erkennt, in welchem Z von der Tangente des Kegelschnittes C^ im 
Punkte i geschnitten wird. Denn in der That ist dann 8 m der der 
Tangente tm projectivisch entsprechende Strahl 4es Büschels 8 und 
folglich m ein Punkt der Curve 6^4^. 

Da man nun ebensowohl d^ oder d^ zur vorstehenden Con- 
struction verwenden kann, so ergibt sich nebenbei folgender Satz 
bezüglich der die Curve C^ dreifach berührenden Kegelschnitte: 

„Projicirt man die drei Berührungsp^nkte {dy d^y d^) 
eines die Curve C/ dreifach berührenden Kegelschnittes 
6^2 aus dem Doppelpunkte 8 wieder auf den Kegelschnitt, 
und legt in den drei erhaltenen Punkten {ty t\ t^) an den 
Kegelschnitt die drei Tangenten (/»i, /^»»*, ^2^2^^ 3^ schnei- 
den diese die correspondirenden Seiten des Berührungs- 
punktedreiecks in ihren dritten Schnittpunkten (m, m^, 
m^) mit der Curve C^^. 

Die drei Punkte w, m^y m^ müssen, wie aus dem Zusammenhange 
der Figur hervorgeht, und wie bekannt ist, in gerader Linie liegen. 

Wenn die beiden Punkte ^* und d} unendlich nahe rücken, so 



133 

wird die Gerade Z eine Tangente des Kegelschnittes C^ , welcher in 
ihrem Berührungspunkte einen Contact dritter Ordnung mit der 
Curve C^ eingeht. 

Hierin liegt die Lösung der folgenden Aufgabe: 

„Eine Curve dritter Ordnung zu- construiren; welche 
einen gegebenen Doppelpunkt tf besitzt, einen gegebenen 
Kegelschnitt C.^ in einem bestimmten Punkte d einfach 
berührt; und mit ihm an einer zweiten Stelle d^ eine Be- 
rührung dritter Ordnung eingeht." 

Man wird sich den Punkt t als zweiten Schnittpunkt des Kögel- 
Schnittes C^ mit der Geraden 8d bestimmen und an Stelle von d^ d^ 
die Tangente Z des Kegelschnittes im Punkte d^ treten lassen. 

Wenn schliesslich alle drei Punkte dj d^, d^ unendlich nahe zu- 
sammenrücken, so wird der Kegelschnitt C^ an der betreffenden 
Stelle mit der Curve C^^ einen Contact fünfter Ordnung eingehen, 
d. h. mit ihr sechs unendlich nahe auf einanderf olgende Punkte ge- 
meinschaftlich haben, 

Ist d dieser Contactpunkt, so tritt an die Stelle von Z die Tan- 
gente des Kegelschnittes C2 im Punkte d, während / auch hier der 
zweite Schnittpunkt von C^ mit dd sein wird. 

Damit haben wir eine einfache Lösung für folgende Aufgabe 
gefunden: 

„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen gegebenen Doppelpunkt d besitzt und einen ge- 
gebenen Kegelschnitt C2 in einem gegebenen Punktet 
fünfpunktig berührt." 

Der Pol von d d genommen bezüglich des Kegelschnittes C.^ wird 
in diesem Falle ein Inflexionspunkt der Curve dritter Ordnung, und 
d d seine harmonische Polare bezüglich der Curve. 

Aus dem über Curven dritter Ordnung und Ölasse Gesagten 
wird es dem Leser nicht schwer fallen, eine Auflösung für folgende 
Aufgabe zu finden: 

„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen Rückkehrpunkt besitzt, in diesem eine gegebene 
Gerade berührt und überdiess einen gegebenen Kegel- 
schnittin einem gegebenen Punkte dreipunktig berührt." 

Ebensoleicht wird es sein, die reciproken Resultate aufzustellen 
und die reciproken Aufgaben zu lösen. 

5. Wenn das Strahlenbüschel d und das Tangentensystem am 
Kegelschnitte C^ durch je drei Elementenpaare A^ A, B^ B, C^ C ge- 
geben sind, so kann man zur Vervollständigung, dieser projecti vischen 
Gebilde einen Weg einschlagen, bei welchem man die beiden Ge- 
bilde mit zwei perspectivischen Punktreihen in Verbindung setzt. 
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Schneidet man nämlich das Strahlenbüschel ^, , ^j , 6?^ . . . c mit der 

einen der drei Tangenten z. B. mit Ä in einer Punktreihe «1,^1,^1, 

und schneidet man dann auch das Tangentensystem A^ByC, , . . mit 
der durch den Punkt {AA^^=a^ ausser ^gehenden zweiten Tan- 
gente -<4' des Kegelschnittes C^ in einer Punktreihe afb,c...] so wer- 
den die beiden Punktreihen projectivisch sein und überdiess perspec- 
tivisch liegen, da im Punkt {AA^) ein Paar entsprechender Punkte 
. ö, öj vereinigt sind. Das perspectivische Centrum der beiden Reihen 
ergibt sich als der Schnittpunkt p der Geraden &&j, cc^. 

Wie man nun xnittelst des Centrums c die beiden projecti vischen 
Gebilde C^ und d vervollständigt, und hiedurch die durch sie er- 
zeugte Curve C^^ construirt, bedarf wohl keiner weiteren Ausein- 
andersetzung. Auf etwas mag jedoch hingewiesen werden. Zieht 
man nämlich von p an den Träger C2 die beiden Tangenten, so 
schneiden diese die Tangente A in zwei der Curve C^^ angehörigen 
Punkten, wovon sich der Leser leicht überzeugen kann. 

6. Wir haben früher gesehen, dass jede Curve dritter Ordnung 
auf unendlich viele Arten als das Erzeugniss eines Strahlenbüschels 
und eines ihm projecti vischen Tangentensystemes an einem Kegel- 
schnitte betrachtet werden kann. 

Von solchen Curven haben insbesondere die Fusspunktcurven 
der Parabel ein specielleres Interesse. Wenn /i> eine Parabel und 
S ein beliebig in ihrer Ebene liegender Punkt ist, so kann man auf 
jede Tangente T von P2 aus d eine Senkrechte T, fällen, welche die 
Tangente in einem Punkte t durchschneidet. Der Ort des Punktes 
t ist die Fusspunktcurve der Parabel jPj- 

Wenn T das ganze Tangentensystem der Parabel durchläuft, 
so beschreibt das Perpendikel T^ um d ein Strahlenbüschel. Jeder 
Tangente von P2 entspricht in dieser Weise ein Strahl des Büschels 
d- und umgekehrt^). Schon hieraus könnte man auf die Projectivi- 
tät des Strahlenbüschels ä und des Tangentensystemes Pj s^hliessen. 
Es ergibt sich diese Projecti vität direct auch durch folgende einfache 
Betrachtung. Das Tangentensystem der Parabel P bestimmt auf der 
unendlich weiten Geraden der Ebene eine ihm projecti vische Punkt- 
reihe, da die unendlich weite Gerade auch eine Tangente der Parabel 
ist. Indem man nun von d aus auf die einzelnen Tangenten der Parabel 
Senkrechte fällt, verbindet man eigentlich den Punkt S mit jenen 
Punkten der unendlich weiten Geraden, welche bezüglich der beiden 
imaginären Kreispunkte conjugirt harmonisch sind zu den unendlich 
weiten Punkten der betreflfenden Par^ibeltangenten. Nun ist das 



*) WeU man senkrecht zu einer Geraden an eine Parabel nur eine einzigie 
Tangente legen kann. 
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Tangentensystem der Parabel projectivisch mit der Reihe seiner un- 
endlich weiten Punkte, und diese ist involutorisch mit der Reihe der 
conjugirt harmonischen in Bezug auf die imaginären Kreispunkte, 
und letztere ist perspectivisch mit dem StrahleBbüschel tf; hieraus 
fliesst sofort die Projectivität des Tangentensystemes der Parabel P2 
und des Perpehdikelbüsehels d. Das Erzeugniss der beiden Gebilde 
ist demnach eine Curve dritter Ordnung, welche in $ einen Doppel- 
punkt besitzt. Den beiden durch S auf die Parabel P.^ gehenden 
Tangenten entsprechen die in 8 an sie errichteten Perpendikel, woraus 
folgt, dass die Letzteren die Doppelpunktstangenten der erzeugten 
Curve sind. Ueberdiess geht aus der Erzeugungsart der Curve 
hervor, dass sie durch die beiden imaginären Kreispunkte hindurch- 
gehen müsse. Denn jenen Tangenten der Parabel, welche durch 
diese Punkte hindurchgehen, entsprechen im Strahlenbiischel d die 
beiden nach diesen Punkten gehenden Strahlen (weil eine Gerade, 
welche durch einen der imaginären Kreispunkte hindurchgeht. Nor- 
malen besitzt, welche zu ihr paraHel sind). Wir können daher die 
letzten Ergebnisse in folgenden Satz zusammenfassen: 

„Die Fusspunktcurve einer Parabel P^ für einen be- 
liebigen Punkt dihrer Ebene als Pol ist eine Curve drit- 
ter Ordnung, welche im Pole d einen Doppelpunkt besitzt 
und daselbst jene zwei Geraden berührt, welche senke- 
reciit' sind zu den beiden durch den Pol an die Parabel 
gehenden Tangenten. Die Fusspunktcurve enthält die 
beiden imaginären Kreispunkte und schneidet die unend- 
lich weite Gerade zum dritten Male in dem unendlich 
weiten Punkte der Parabeldireetrix." 

Der letzte Theil des Satzes ergibt sich einfach durch folgende 
Betrachtung. Nähert sich die Parabeltangente T der unendlich weiten 
Geraden, so nähert sich ihr unendlich weiter Punkt der Axenrichtimg 
der Parabel und folglich nähert sich die aus 8 auf die Parabeltangente 
gefällte Senkrechte der aus 8 auf die Axe gefällten Senkerechten, 
wodurch man sofort zu dem letzten Ausspruche des Satzes gelangt. 
Aus dem Früheren geht überdiess sofort auch folgender Satz 
hervor: 

„Die Fusspunktcurve der Parabel berührt die Para- 
bel dreimal und zwar in den Fusspunkten der drei vom 
Pole auf die Parabel gefällten Senkrechten." 

Wie man diese drei Fusspunkte als Schnitte der Parabel mit 
einem Kegelschnitte finden kann, wird der Leser aus den Entwicke- 
lungen des 2. Artikels entnehmen können. Man kann jede Curve 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte, welche durch die beiden 
imaginären Kreispunkte hindurchgeht, als die Fusspunktcurve einer 
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bestimmten Parabel betrachten. Denn zieht man aus dem Doppel- 
punkte einer solchen Curve nach vier Punkten derselben Radien- 
Vectoren, und errichtet auf diese in ihren Endpunkten Senkrechte, 
so muss die Fusspunktcurve der diese Senkrechten berührenden Pa- 
rabel für den Doppelpunkt als Pol mit unserer ursprünglichen Curve 
identisch sein. Denn sie besitzt mit ihr einen gemeinschaftlichen 
Doppelpupkt und sechs weitere gemeinschaftliche Punkte, nämlich 
die Endpunkte der vier Radien -Vectoren und die beiden imaginären 
Kreispunkte. 

Wir können dieses Ergebniss in folgender Weise aussprechen: 
„Zieht man aus dem Doppelpunkte einer Curve drit- 
ter Ordnung, welche durch die beiden imaginären Kreis- 
punkte hindurchgeht, nach den einzelnen Curvenpunkten 
Radienvectoren und errichtet in deren Endpunkten Senk- ; 
rechte auf dieselben, ßo umhüllen diese Senkrechten eine 
Parabel.'^ 

Hierin liegt gleichzeitig eine einfache Auflösung folgender Aufgabe: 
„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen gegebenen Doppelpunkt besitzt, und durch vier 
gegebene Punkte und die imaginären Kreispunkte hin- 
durchgeht.'^ 

Ebenso leicht erkennt man die Richtigkeit folgenden Satzes: 
„Befindet sich in einer Ebene eine gerade Punktreihe 
und ein ihr projectivisches Strahlenbüschel, so ist der 
Ort der Fusspunkte der von den Punkten der Reihe auf 
die ihnen resp. entsprechenden Strahlen des Büschels ge- 
fällten Perpendikel eine Curve dritter Ordnung, welche 
durch die imaginären Kreispunkte hindurchgeht und den 
Büschelscheitel zum Doppelpunkte besitzt.^' 

7. Unter den Fusspunktcurven haben jene ein besonderes Inte- 
resse, welche ihren Doppelpunkt in der Parabeldirectrix besitzen. 
Es sind diess Curven, welche von den Geometern vielfach behandelt 
wurden und unter dem Namen: „focale k noeud" hinlänglich be- 
kannt sind. Diese Curven unterscheiden sich von den Fusspunkt- 
curven der Parabel im Allgemeinen dadurch, dass die beiden Tan- 
genten des Doppelpunktes immer reell sind und auf einander senk- 
recht stehen. Man gelangt bei den verschiedenartigsten Untersuchun- 
gen und Problemen zu diesen Curven, wesshalb ihnen zuerst unter 
den Curven dritter Ordnung eine besondere Aufmerksamkeit von 
den Geometern zugewendet wurde. 

Quetelet findet die Curve dritter Ordnung, welche er: „fo- | 

cale ä noeud" nennt, als Ort der Brennpunkte der ebenen Schnitte 
eines geraden Kegels, wobei die Schnittebenen durch einen festen 
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Punkt des Kegels hindurchgehen und auf der den Punkt enthalte- 
nen Kegelkante senkrecht stehen. 

Man gelangt zu derselben Curve auch auf eine der folgenden 
zwei Arten. 

Erstlich erhält man die focale ä noeud als den Ort der Beruh- 
rührungspunkte der von einem Punkte an ein System confocaler 
Kegelschnitte gelegten Tangenten oder- aber (was eigentlich dasselbe 
ißt) als Ort der Fusspunkte der von einem festen Punkte an ein 
System confocaler Kegelschnitte gefällten Perpendikel. 

Die focale h noeud hat also die bemerkenswerthe Eigenschaft, 
dass sie beiv Kegelschnitten das Problem der Normalen gleichzeitig 
mit jenem der Tangenten löst. 

Zieht man nämlich von einem beliebigen Punkte an einen Ke- 
gelschnitt die beiden Tangenten und die vier Normalen, so liegen die 
beiden Berührungspunkte der ersteren und die vier Fusspunkte der letz- 
teren in einer focale ä noeud, für welche der feste Punkt der Dop- 
pelpunkt, ist. Diese focale k noeud bleibt dieselbe bezüglich aller 
dem gegebenen Kegelschnitte confocalen Curven und überdiess auch 
für alle confocalen Kegelschnittssysteme , deren Brennpunkte zwei 
conjugirte Punkte dieser Curve sind. 

Die zwei Doppelpunktstangenten der Curve sind die beiden durch 
ihren Doppelpunkt gehenden, bezüglich eines der zu ihrer Erzeugung 
verwendeten confocalen Kegelschnittssystemes conjugirten Geraden. 

Die beiden Berührungspunkte der zwei vom Doppelpunkte an 
einen Kegelschnitt eines solchen Systemes gezogenen Tangenten sind 
zwei conjugirte Punkte der focale ä noeud. , 

Dieselbe Curve ist der Ort der Brennpunkte aller .Kegelschnitte, 
welche in zwei festen Punkten sich berühren. Der Pol . der Berüh- 
rungssehne ist der Doppelpunkt der Curve. 

Eine weitere interessante Constructionsart dieser Curve ist fol- 
gende. Hat man ein System confocaler Kegelschnitte und ein System 
coiicentrischer Kreise, so ist der Ort der sechs Schnittpunkte der 
vier Tangenten, welche irgend einer Curve des ersten Systemes und 
irgend einer des letzten gemeinschaftlich sind, eine focale k noeud, 
welche den Mittelpunkt des Kreissystemes zum Doppelpunkte hat 
und identisch ist mit jener, welche man als Ort der Fusspunkte der 
Normalen erhält oder als Ort der Berührungspunkte der Tangenten, 
die man von dem Doppelpunkte aus san die Curven des Kegel- 
schnittssystemes legen kann. 

Die beiden imaginären Krfeispunkte sind, wie man leicht erkennt, 
zwei conjugirte Punkte der focale k noeud, wesshalb die Verbin- 
dungslinien der Paare conjugirter Punkte eine Parabel umhüllen^) 

Vergleiche IL Theü, Art. 11. 
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und' zwar dieselbe Parabel, deren Fusspunktcurve die focale a 
noeud ist. 

Der gemeinschaftliche Tangentialpunkt der imaginären Kreis- 
punkte ergibt sich aus der einfachen Bemerkung, dass er das Cen- 
trum einer auf der focale befindlichen centralen Punktinvolution ist, 
welche sich aus dem Doppelpunkte durch eine rechtwinkelige Strah- 
leninvolution projicirt. Der Raum gestattet nicht, dass wir auf eine 
nähere Begründung des über die focale eben Gesagten eingehen oder 
von deren vielen schönen Eigenschaften Erwähnung thun, wesshalb 
wir es für eine andere Gelegenheit aufsparen wollen. 

8. Schliesslich möge in diesem Artikel die Verallgemeinerung 
einiger für die Fusspunktcurven der Parabel angeführten Sätze, 
welche grösseres Interesse bieten dürften, gegeben werden. 

Nimmt man zwei beliebige Punkte a, b einer Curve C^^ als Dop- 
pelpunkte einer auf ihrer Verbindungslinie ab auftretenden Punkt- 
involution, und zieht man nach den einzelnen Punkten der Curve C^^ 
aus dem Doppelpunkte derselben Radienvectoren, und verbindet deren 
Endpunkte mit denjenigen Punkten der Geraden ab, welche den 
Schnittpunkten der Radien mit dieser Geraden involutorisch ent- 
sprechen, so umhüllen diese Verbindungslinien einen Kegelschnitt, 
welcher die Curve C^^ dreifach berührt. 

Die Curve C^^ stellt sich dann als das Erzeugniss eines Strahlen- 
büschels und eines ihm prpjectivischen Tangentensystemes auf dem 
dreifach berührenden Kegelschnitte dar. 

Eine allgemeine Curve C^^ dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte entsteht auch als Ort der Berührungspunkte der aus einem 
festen Punkte (dem Doppelpunkte) an eine Kegelschnittsreihe ge- 
legten Tangenten. Die einem und demselben Kegelschnitte entspre- 
chenden zwei Berührungspunkte sind zwei conjugirte Punkte der 
Curve, so wie auch je zwei Gegenecken des Grundvierseits, welchem 
die Kegelschnitte eingeschrieben sind. Die Doppelpunktstangenten 
der Curve sind die Tangenten derjenigen zwei Kegelschnitte der 
Reihe, welche durch den festen Punkt' hindurchgehen in diesem Punkte. 

Umgekehrt ist es eine bekannte Thatsache, dass die Gegenecken 
eines einer Curve dritter Ordnung eingeschriebenen Vierseits conju- 
girte Punkte sind. Hat nun die Curve einen Doppelpunkt, so kann 
sie als Ort der Berührungspunkte der Tangenten, welche man vom 
Doppelpunkte aus an die dem Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitte legen kann , angesehen werden. 
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Note D. 

„Die windschiefe ßaumcollineation," 

1.- In der allgemeinen Anmerkung in Steiuer's „systematischer 
Entwickelung'^ pag. 251. findet ein Prineip — die „schiefe Projec- 
tion^^ Anwendung zur Uebertragung von Sätzen, welche für eine 
ebene Figur gelten, auf eine andere ebene Figur, wobei im Allge- 
meinen einer Curve n*^«* Ordnung, welche in der einen Ebene liegt, 
eine Curve 2 w**^ Ordnung in der zweiten Ebene entspricht, welche 
drei n-fache Punkte besitzt. 

Wir wollen, auf dasselbe Prineip gestützt, den ganzen unend- 
lichen Raum projectivisch auf sich selbst beziehen, so dass jedem 
Punkte ein Punkt, jeder Geraden' eine Gerade, jeder Ebene eine 
Ebene, jeder Curve n^^^ Ordnung wieder eine solche, jeder Fläche 
^icr Ordnung wieder eine Fläche n*®^ Ordnung entspricht. 

2. Seien M, N zw.ei sich nicht schneidende gerade Linien, welche 
wir als fest voraussetzen und die Projectionsaxen nennen wollen. 
Jede Ebene, welche durch die eine Axe geht, schneidet jede Ebene, 
welche durch die zweite Axe geht, in einer Geraden^ welche beiden 
Axen begegnet, während auch umgekehrt je zwei Punkte, von denen 
je einer auf einer Axe liegt, eine Gerade (ihre Verbindungslinie) 
liefern, welche mit jeder der beiden Axen in einer Ebene liegt. 
Die Gesammtheit solcher Strahlen, welche beiden Axen begegnen 
und mit jeder Axe in einer Ebene liegen, erfüllen den ganzen Baum 
in einfacher Unendlichkeit und sollen, ihrer Verwendung wegen, die 
sie im Folgenden erhalten, die Projectionsstrahlen heissen. 

Durch jeden Punkt a des Raumes geht ein einziger Projections- 
strahl A\ es ist diess die Schnittlinie der beiden Ebenen {a M), (a N). 
Der Strahl A soll dann der dem Punkte a zugehörige Projections- 
strahl heissen. 

Ebenso liegt in jeder Ebene a des Raumes ein einziger „in ihr 
liegender" Projectionsstrahl A^ nämlich die Verbindungslinie der 
Punkte (a M), (a N). 

Die auf den Projectionsaxen M, N liegenden Punkte bilden in- 
sofern eine Ausnahme, als durch jeden solchen unendlich viele Pro- 
jectionsstrahlen, ein Büschel bildend, hindurchgehen, da er mit jedem 
Punkte der Axe, auf welcher er nicht liegt, einen Projectionsstrahl 
bestimmt.* Ebenso liegen in einer durch M oder N gehenden Ebene 
unendlich viele Projectionsstrahlen, welche ein Büschel bilden, dessen 
Scheitel auf der zweiten Axe (resp. N oder M) liegt. 
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3. Der durch einen Punkt a gehende Projectionsstrahl Ä trifft 
die Axen M, N resp. in den Punkten mj n ; wenn nun k ^ne reelle 
positive oder n^;ative constante Grosse ist, und wir bestimmen anf 
dem Strahle A den Punkt o^ so, dass: 

{mnaa'} = k 
ist, so möge c^ das Bild oder die Projection von a heissen. Die 
Constante kj welche wir als ein für allemal festgesetzt voraussetzen, 
soll der Projectionscoefficient heissen. 

Durch diese Festsetzungen wird der ganze unendKche Raum 
eindeutig auf sich selbst bezogen, indem jedem Punkte a ein voll- 
kommen bestimmter Punkt a' zugeordnet ist. Wir sagen, der un- 
endliche Raum sei windschief auf sich* selbst bezogen. Die Be- 
ziehung selbst ist vollkommen fixirt, sobald man die beiden Axen 
M, N und den Projectionscoefficienten kennt. 

Lässt man den Punkt a seinen Projectionsstrahl A durchlaufen, 
so wird auch der Bildpunkt a' diesen Strahl beschreiben, und zwischen 
beiden Punkten besteht in jeder ihrer Lagen die Relation 

{mnaa} = k. 

Daraus folgt sofort^ dass die beiden Pui^kte a, a' auf A zwei 
projectivische Reihen bilden, deren Doppelpunkte die auf den Axen 
My N liegenden Punkte m, n des Strahles A sindJ) Weiter schliessen 
wir, dass das Bild von m derselbe Punkt ist und dass auch der 
Punkt n sein eignes Bild darstellt. Rückt der Punkt a ins Unend- 
liche, so ist — = 1 und folglich 

mal 



na k 

Ist dagegen: 



n a 
m a 
n a 



so muss — ? = 1 und folglich a' im Unendlichen liegen. 

Wir können die Gesammterg^bnisse der vorstehenden Be- 
trachtungen folgendermassen ausdrücken: 

d) Alle Projectionsstrahlen schneiden zwei feste' windschiefe 
Gerade, die Axen. 

V) Zu jedem Punkte des Raumes gehört ein einziger völlig be- 
stimmter Projectionsstrahl, welcher durch ihn hindurchgeht und die 
Projection des Punktes so enthält, dass: 

c) das Doppelverhältniss, welches der Originalpunkt und der 
Bildpunkt mit der durch beide Axen- auf dem Projectionsstrahle 
bestimmten Strecke bildet, einen constanten Werth besitzt. 



*) Vergleiche Cremona, ebene Curven pag. 15. der deutschen Ausgabe. 
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d) Durch jeden Punkt, welcher auf einer der beiden Projections- 
axen liegt, geht ein ganzes Büschel von Projectionsstrahlen, während 
ein solcher Punkt sein eigenes Bild ist. 

e) Das Bild des auf einem Projectionsstrahle unendlich' weit 
liegenden Punktes theilt die durch beide Axen auf dem Strahle be- 
stimmte Strecke im Verhältnisse — . 

k 

f) Das Bild des Punktes, welcher die ebengenannte Strecke im 
Verhältnisse k theilt, liegt -unendlich weit. 

4. Wenn der Projectionscoefficient den Werth ( — 1) besitzt, so 
entspricht sich jeder Punkt mit seinem Bilde vertauschungsfähig, 
d. h. ersterer ist auch das Bild des letzteren. Denn die auf einem 
Projectionsstrahle A entstehenden zwei projecti vischen Reihen (ö) 
und («') werden in diesem Falle zu einer Involution. 

Tritt diess ein, so sagen wir, der Raum wurde harmonischrschief 
auf sich selbst bezogen. 

5. So wie wir jedem Punkte einen Punkt zuordneten, so können 
wir in derselben Weise jeder Ebene a eine Ebene «'zuordnen. Die 
Ebene « enthält einen ProjeCtionöstrahl A, welcher die beiden Punkte 
{Ma)y (Na) mit einander verbindet. Durch diesen Projectionsstrahl 
gehen zwei Ebenen, von denen jede eine der beiden Projectionsaxen 
enthält. Die Ebene {A M) enthält M und soll fi heissen , und die 
Ebene (A N") enthält N und soll v genannt werden. 

Bestimmt man nun eine durch -4 gehende Ebene a so, dass: 

{fiv a a} = k 
wird, so soll die Ebene a' als die zu a entsprechende bezeichnet werden. 

Dreht sich a um A, so dreht sich auch« um A nud die beiden 
Ebenen beschreiben zwei projectivische Ebenenbüschel mit der ge- 
meinschaftlichen Axe A, für welche die Ebenen ft, v Doppelebenen 
sind und welche sich daher selbst entsprechen. 

Wir können daher sagen: 

ä) Alle Projectionsstrahlen schneiden zwei feste windschiefe Ge- 
rade ' — die Projectionsaxen. 

b) In jeder Ebene des Raumes liegt ein völlig bestimmter Pro- 
jectionsstrahl, welcher auch in der der Ebene entsprechenden Ebene 
liegt, so zwar, dass: 

c) das Doppelverhältniss , welches die Originalebene mit der 
Bildebene und dem durch die beiden Axen und dem Projections- 
strahle bestimmten Ebenenpaare bildet, einen constanten Werth 
besitzt. 

d) In jeder durch eine der Axen gehenden Ebene liegen unend- 
lich viele Projectionsstrahlen, ein Büschel bildend , während sich 
eine solche Ebene selbst entspricht. 
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' 6. Es ist nicht schwer zu zeigen^ dass die in Art. 3. festgesetzte 
Punktverwandtschaft identisch sei mit der in Art. 5. betrachteten 
Ebenenverwandtschaft. 

Denn sind a and a zwei einander nach Art. 5. entsprechende 
Ebenen, welche sich im Projectionsstrahle A schneiden^ so ist 

{fi V aa} = k. 

Jeder zweite Projectionsstrahl B, welcher a in bj a in b' und 
die Axen Jlf, N in m,n schneidet, ist in Ansehung der vier Punkte 
by b', m, n perspectivisch mit dem Ebenenbüschel aa ^v und folg- 
lich ist 

{mnbb'\ = {iLva a'} = k, 
d. h. der Punkt b' ist (für den Projectionscoefficienten k) das Bild 
des Punktes b. Beschreibt also b die Ebene a, so beschreibt V die 
Ebene a d. h. die Ebene a' ist das Bild der Ebene a. 

Ebenso zeigt man dasselbe umgekehrt, wenn man nämlich von 
zwei windschief entsprechenden Punkten bj b' ausgeht, dass jeder 
durch b gehenden Ebene a eine durch b' gehende Ebene a' ent- 
spricht, welche mit a einen Projectionsstrahl gemein hat 

Wenn also jedem Punkte a des Raumes auf dem durch ihn 
gehenden, die Axen Mj N in m^n resp. schneidenden Projections- 
strahle A ein Punkt a' so entspricht, dass {mnan} = k ist, so 
entsprechen den sämmtlichen Punkten einer Ebene « die Punkte 
einer zweiten Ebene «', welche durch den in a liegenden Projections- 
strahl hindurchgeht, so dass, wenn ^v die Ebenen sind, welche 
durch denselben Projectionsstrahl und die beiden Axen M, N- resp. 
hindurchgehen, auch: 

{fii/cf «'} = k ist. 

7. Aus dem Vorhergehenden ergeben sich unmittelbar folgende 
Sätze : 

1) Liegt ein Punkt a In einer Ebene a, so liegt sein Bild a' 
in ihrem Bilde a' und - 

2) Geht eine Ebene a durch, einen Punkt a, so geht ihr Bild a 
durch sein Bild a. 

Den Punkten eines ebenen Systemes a entsprechen die Punkte 
eines zweiten ebenen Systemes «'. Beide Systeme haben einen Pro- 
jectionsstrahl A gemein, dessen Punkte einander projectivisch ent- 
sprechen. Ist nämlich a ein Punkt von A, den man zum Systeme« 
rechnet, so entspricht ihm in a wieder ein Punkt a von A und 
zwar so, dass {mnaa'} =: k ist, wenn m und n die auf den Axen 
M, N liegenden Punkte jles Projectionsstrahles A sind. 

Die beiden Punkte /», n entsprechen sich selbst, aber auch nur 
diese, und es gibt also nur zwei Punkte, welche -sich selbst in bei- 
den Systemen entsprechen. ^ 
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Ebenso entsprechen den Ebenen eines Ebenenbündels a die 
Ebenen eines zweiten Ebenenbündels d . Beide Bündel haben einen 
Projectionsstrahl gemein. Die durch diesen Strahl gehenden Ebenen 
entsprechen einander projectivisch, d. h. einer durch ihn gehenden 
Ebene « entspricht eine zweite solche Ebene «' und zwar so, dass 
{ftvaa'} =/: ist, wobei (i, v die durch den Strahl und^ die beiden 
Axen gehenden Ebenen sind. Diese Ebenen entsprechen sich vin 
beiden Bündeln selbst. 

Aus dem Gesagten geht sofort hervor, dass die beiden mittelst 
der Axen iHf, i\^ auf einander bezogenen Raumsysteme coUinear seien. 

Denn es genügt, damit zwei Systeme coUinear seien, wenn jeder 
Ebene des einen eine Ebene des andern und jedem in de'r ersteren 
liegenden Punkte ein in letzterer liegender Punkt und* umgekehrt 
entspricht. Es folgt nämlich aus dieser Annahme sofort, dass auch 
jeder Geraden des einen Systemes eine Gerade des anderen Systemes 
und jedem Punkte der ersteren ein Punkt der letzteren entspricht. 
Es werden somit je zwei entsprechende Gerade in Ansehung der 
auf ihnen liegenden Punkte sowohl, als auch der durch sie gehen- 
den Ebenen projectivisch auf einander bezogen sein, was sich dann 
sofor^aiif.je zwei entsprechende Gebilde beider Systeme überträgt. 

8. Betrachtet man eine beliebige Gerade Gy welche keine von 
den beiden Projectionsaxen schneidet, so wird ihr Bild eine zweite 
Gerade G' sein, welche man, wie folgt, erhält. Durch G lege man 
zwei willkürliche Ebenen a, j3, bestimme ihre Bilder «', j3', welche 
sich in G^' schneiden müssen.. Denn jedem Punkte, der gleichzeitig 
auf a und /3 d. h. auf G liegt, muss nach (1) des vorigen Artikels 
ein Punkt entsprechen, welcher sowohl auf d als auch auf /3' d. h. 
der auf G' liegt. 

Projicirt man die Gerade ^ punktweise auf G\ so zeigt sich, 
dasB die den einzelnen Punkten von G zugehörigen Projections- 
strahlen solche Gerade sind, welche G und die beiden Axen iüf, N 
gleichzeitig schneiden. Diese Projectionsstrahlen gehören somit als 
Erzeugende eines Systemes einem einschaligen Hyperboloide an, 
welches durph Gj M, N vollkommen bestimmt ist, und welches wir 
das „projicirende Hyperboloid'^ der Geraden G nennen wollen. 

Da das Bild ff von sämmtlichen Projectionsstrahlen geschnitten 
wird, so muss ff zu demselben Erzeugendensysteme wie die Geraden 
Gy My N gehören. 

„Die den Punkten eirier Geraden G zugehörigen Pro- 
jectionsstrahlen erfüllen ein einschaliges Hyperboloid^) 



1) Da wir es fast ausschliesslich mit solchen zu thun haben, so möge der 
Zusatz „einschaÜges" in der Folge unterdruckt werden. 
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— das projicierende Hyperboloid der Geraden. Die Ge- 
rade Gj ihr Bild ff und die beiden Projectionsaxen sind 
Tier Erzeugende desselben, welche za der zweiten neben 
der der Erzeugenden auftretenden Sehaar gehören/' 

Wenn a einen Punkt der Originalgeraden Gj d sein Bild auf ff 
und m^ n die Axenponkte des zugehörigen Projectionsstrahles Hä" 
darstellen, so ist: 

{mnad} = k 
welche Lage der Punkt a auf G auch haben mag. Diese Gleichung 
drückt nichts anderes als die bekannte Eigenschaft von vier Er- 
zeugenden eines Hyperboloides aus, welche zur selben Schftar ge- 
hören, nämlich die: dass solche vier Erzeugende {GG'MN) mit 
allen Erzeugenden des anderen Systemes vierpunktige Gruppen 
(admn) von constantem Doppelverhältniss (k) bestimmen. 

Man versteht nun unter dem Doppelverhältniss von vier sich 
nicht schneidenden Geraden, welche einem und demselben Hyper- 
boloide angehören, das Doppelverhältniss der vierpunktigen Gruppen, 
welche diese Geraden mit der anderen Erzeugendenschaar des Hyper- 
boloides bestimmen. 

Unter zu Grundelegung dieser Bezeichnungsweise könn^ wir 
folgenden Satz aussprechen: 

,;Da8 windschiefe Bild G' einer Geraden G ist eine 
solche Gerade, welche mit G und den beiden Axen M, N 
vier Gerade bildet, deren Doppelverhältniss dem Pro- 
jectionscoefficienten gleich ist.'f 

Eine Gerade G und ihr Bild G' sind also durch die Gleichung: 

{MNGff}=k 
mit einander verknüpft. 

9. Sind a, b, c, d vier Punkte von G und d, b\ c', d ihre Bilder 
auf ö', 80 sind ad, bb', cc, dd vier Erzeugende des projicierenden 
Hyperboloides von G^ welches auch G und ff enthält, woraus so- 
fort folgt: 

{abcd) =-{db'd d) 
das heisst: 

„das Doppelverhältniss von vier Punkten einer Geraden 
ist gleich dem Doppelverhältniss der vier Bildpunkte/' 

Hierdurch ist die in Art. 7. gemachte Bemerkung direct be- 
wiesen. Gleichzeitig gilt auch der reciproke Satz: 

;,DaB Doppelverhältniss von vier durch eine Gerade 
gehenden Ebenen ist gleich dem Doppelverhältniss ihrer 
vier Bilder." 

In der That schneidet jede Ebene des ersten Büschels die entr: 
sprechende Ebene des zweiten Büschels und eine von den beiden 
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Axen z. B. M in demselben Punkte, woraus sofort die Projee- 
tivität fliesst. 

Ebenso einfach ergibt sich der Satz: 

„Das Bild eines ebenen Strahlenbüschels t{ABC,,.) 
ist wieder ein ebenes, ersterem doppel verhältnissgleich es 
Büschel t{A^B'C. . .)." 

Denn die Strahlen Ä^ ff ^ C . , . müssen erstens durch einen 
Punkt { — das Bild von i — gehen und in einer Ebene — dem 
Bilde der Ebenen von t — liegen, und bilden somit wirklich ein 
Strahlenbüschel. 

Schneidet man nun t durch eine Gerade G in der Punktreihe 
{ahcä . . .)y so wird das Bild G' von G das Büschel /' in der Bild- 
punktreihe (a'llc'ä. .) schneiden, und wegen 

G(abcd. . .)7tG'{aVc(r . . .) 
folgt sofort: 

t{ABCD . . ,)7c{{ÄffaD\. .) 
wie behauptet wurde. 

Wir können also ganz allgemein sagen: 

Durch die windschiefe Projection wird das Doppel- 
verhäitniss von vier Elementen eines Grundgebildes 
erster Stufe nicht geändert.*^ 

10. Wir haben gesehen , dass das Bild einer beliebig im Räume 
liegenden Geraden G eine zweite Gerade G' ist, welche mit G und den 
beiden Projectionsaxen demselben Hyperboloide angehört,^ dessen 
eine Erzeugendenschaar G und G' projectivisch auf einander bezieht 
und zwar so, dass einem Punkte von G sein Bild in G' entspricht. 

Es erübrigt uns noch, specieller Lagen der Originalgeraden G 
zu erwähnen. 

Wenn G eine von den Axen z. B. M schneidet, dann liegen 
alle Projectionsstrahlen von G^*in der Ebene {GM) und bilden ein 
Strahlenbüschel, dessen Scheitel der Schnittpunkt dieser Ebene mit 
der zweiten Axe N ist. Es liegt somit das Bild G auch in der 
Ebene {MG) und muss, weil der Punkt {GM) seine eigene Projec- 
tion ist, durch diesen hindurchgehen. In diesem Falle liegt G mit 
dem Bilde G' perspectivisch, indem die Projectionsstrahlen alle durch 
einen festen Punkt [auf N] hindurchgehen. 

„Wenn eine Gerade eine der beiden Axen schneidet, 
so liegt ihr Bild mit ihr und dieser Axe in derselben 
Ebene und alle drei gehen durch denselben Punkt. Bild 
und Original sind überdiess in perspectivischer Lage." 

Ein zweiter besonderer Fall ist der, dass die Gerade G beide 
Axen gleichzeitig sclmeidet. Dann ist sie ein Projectionsstrahl und 
ihre eigene Projection. 

W«YK, Theorie. 10 
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Ein Projectionsstrabl wird erhalten, wenn man irgend einen 
Punkt m von M mit irgend einem Punkt« n von N verbindet, oder 
wenn man irgend eine durch M gehende Ebene (i mit irgend einer 
durch ?f gehenden Ebene v schneidet. Von der unendlichen Strahlen- 
menge, welche auf diese Weise entsteht, besitzen zwei Strahlen ein 
besonderes Interesse. 

Der eine — der unendlich weite Projectionsstrabl U — entsteht, 
indem man die beiden unendlich weiten Punkte n)« n, der beiden 
Projectionsaxen verbindet, oder wenn man die Ebene ft parallel zu 
If, und V parallel zu M legt. Jedem Punkte von U wird nach Frü- 
herem wieder ein Punkt von U entsprechen, der Strahl U ist also 
der Ort solcher unendlich weiter Punkte, denen abermals unendlich 
weite Punkte entsprechen. 

Femer entspricht einer durch U gehenden Ebene wieder eine 
solche. Solche Ebenen sind aber zu den beiden Projectionsasen 
gleichzeitig parallel: 

„Das Bild einer zu beiden Axen parallelen Ebene ist 
wieder eine solche Ebene." 

Unter den durch U gehenden Ebenen ist eine — die unendlich 
weite Ebene — von besonderer Wichtigkeit. Diese enthält alle un- 
endlich weiten Punkte und Strahlen des Raumes. Ihr wird eine 
durch ff gehende Ebene entsprechen , welche wir die Fluehtebene 
nennen und mit q? bezeichnen wollen, und welche demgemäss die 
Bilder aller unendlich weiten Punkte und Strahlen enthalten wird. 

Man kann aber auch aus der Projectionsgleichung: 
{ m n a a'} = k 
leicht die Existenz einer solchen Fluchtebene nachweisen. 

Wenn nämlich ein Punkt a unendlich weit auf seinem Projections- 
strahle fortruckt, so erhält man zur Bestimmung seines Bildes a die 
Gleichung : 



aus welcher Gleichung sofort folgt, dass der Ort des Punktes a eine 
zu beiden Axen M, iV parallele Ebene (p ist. 

„Das Bild der unendlich weiten Ebene des Raumes 
ist eine zu beidjen Axen parallele Ebene — die Flucht- 
ebene 9, welche die durch die Axen auf allen Projeetions- 
strahlen, bestimmten Strecken (mfi) im Verhältnisse 1:A- 
theilt." 

Das Bild des unendlich weit auf irgend einem Projectionsstrahle 
liegenden Punktes ist der Schnittpunkt dieses Strahles mit der Flucht- 
ebene tp. 

Man kann aber auch die unendlich weite Ebene als das Bild 
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einer gewissen Ebene A betrachten, welche auch durch ü gehen muss, 
d. h. welche mit M und N parallel ist. Diese Ebene — die Ver- 
schwindungsebene — hat dann die Eigenschaft, dass das Bild eines 
jeden in ihr liegenden Punktes oder Strahles unendlich weit liegt. 
Lässt man in der Projections%leichung: 

{ w n a a } = A: 

den Bildpunkt d auf seinem Projectionsstrahle unendlich weit rücken, 
so erhält man als Bestimmungsgleichung der Verschwindungsebene: 

ma 

„Das Bild jener, zu beiden Axen jparallelen Ebene A 
— derVerschwindungsebene — , welche die Axenstrecken 
aller Projectionsstrahlen im Verhältniss k:l theilt, ist 
die unendlich weite Ebene des Raumes.'^ 

Die beiden Ebenen A und q) sind also zu einander parallel und 
sind nichts anderes, als die Gegenebenen der beiden Systeme, 
welche wir windschief auf einander bezogen haben. 

Jedem Punkte von A entspricht ein unendlich weiter Punkt, jedem 
Strahle von A ein unendlich weiter Strahl; jedem Strahlenbündel, des- 
sen Scheitel in A liegt, ein Parallelbündel; jedem Ebenenbüschel, 
dessen Axe in A liegt, ein Parallelebenenbüschel etc. 

12. Aus dem Vorhergehenden ergeben sich unmittelbar folgende 
Sätze : 

„Das Bild einer Geraden, welche zu einer Projections- 
axe parallel ist, ist wieder eine solche, welche mit er- 
sterer und der betreffenden Axe in derselben Ebene liegt. 
Original und Bild sind .ähnlich in Ansehung entspre- 
chender Punkte.^* 

„Das Bild einer zu einer Axe parallelen Ebene ist 
wieder eine solche Ebene." 

„Das Bild einer zu beiden Axen parallelen Ebene ist 
wieder eine solche Ebene." 

„Eine zu bei den Axen paral eile Ebene theilt die Axen- 
strecken aller Projectionsstrahlen in demselben Ver- 
hältnisse." 

„Bei der harmonisch-windschiefen Projection fällt 
die Fluchtebene mit der Verschwindungsebene zusam- 
men." 

- Wenn man das Bild des unendlich weiten Punktes einer Gera- 
den ihren Fluchtpunkt f und den Punkt, dessen Bild unendlich weit 
fällt, ihren Verschwindungspunkt / nennt, so kann man sagen: 

10* 



148 

i^Der Flnchtpankt einer Geraden ist der Schnittpunkt 
ihres Bildes mit der Flnehtebene.'' 

ffDer Versehwindnngspnnkt einer Geraden ist ihr 
Schnittpunkt mit der Verschwindnngsebei^.'' 

^,ParalIele Gerade haben denselben Fluchtpunkt.'' 

^^Die Bilder solcher Geraden, welche denselben Ver- 
schwindungspunkt haben, sind paralleL'' 

Ebenso kann man das Bild der unendlich weiten Geraden einer 
Ebene ihre Fluchtlinie ^nennen, und jene Gerade L, deren Bild un- 
endlich weit fällt, die Verschwindungslinie, und es lassen sich dann 
ähnliche Sätze aufstellen, als z.B.: 

„Parallele Ebenen haben dieselbe Fluchtlinie etc/' 

13. Der zweite bemerkenswerthe Frojectionsstrahl ist der, wel- 
cher auf beiden Axen gleichzeitig senkrecht steht. Es ist diess jener 
Strahl, dessen Axenstrecke rnii ein Minimum wird. 

Derselbe steht senkrecht auf den Ebenen, welche durch den 
unendlich weiten Strahl U hindurchgehen, und wir wollen ihn kurz 
den rechtwinkeligen Strahl nennen. 

14. Als projicirende Elemente sind uns bei der windschiefen 
Projection entgegengetreten: 1) der Strahl als projicirendes Element 
des Punktes und 2) das Hyperboloid als projicirendes Element der 
Geraden. Jeder Strahl, welcher die beiden Axen Af, Anschneidet, ist 
ein projicirender Strahl und enthält die Projectionen aller seiner 
Punkte, welche mit jenen Projectionen zwei projectivische Pünkt- 
reihen bilden, deren Doppelpunkte die Axenpunkte (/», w) des 
Strahles sind. 

Ebenso ist jedes durch die beiden Axen M , N gehende Hyper- 
boloid ein projicirendes ; denn es enthält die Bilder aller seiner Er- 
zeugenden, welche mit M und N zu derselben Schaar gehören. Da 
überdiess die zweite Schaar aus Projectionsstrahlen besteht, welche 
ihre eigenen Bilder sind, so können wir sagen: 

„Ein projicirendes Hyperboloid enthält Idie Bilder 
aller auf ihm liegenden Geraden." 

Oder noch allgemeiner: 

„Ein projicirendes Hyperboloid ist sein eigenes Bild; 
jedem Punkte desselben entspricht wieder ein Punkt des- 
selben etc.'^ 

In dieser Weise entstehen auf einem solchen projicirenden Hy- 
perboloide zwei eindeutige Systeme, indem jedem Punkte wieder 
ein Punkt, jeder Geraden wieder eine Gerade und jeder Linie eine 
gleichartige Linie entspricht. 

Die Punkte der beiden Axen My N entsprechen sich resp. selbst. 
Wir würden den Umfang dieser Note zu ausgedehnt erhalten, wenn 
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wir auf eine nähere Untersuchung dieser Verwandtschaft auf einem 
projicirenden Hyperboloid eingehen wollten. 

Das projicirende Hyperboloid geht in ein (hyperbolisches) Para- 
boloid über, sobald es einer unendlich weiten Geraden angehört. Da 
ihm alsdann dei^ unendlich weite Strahl U auch als Erzeugende an- 
gehört, so ist klar, dass die zu beiden Axen M, TV^ parallelen Ebenen 
Asymptotenebenen für sämmtliche projicirende Paraboloide sind. Das 
Bild G' einer Geraden G, welches mit ihr auf demselben projicirenden 
Hyperboloide liegt, ist mit ihr durch die Gleichung: 

{MNG:G'} = k 

verknüpft, woraus folgt, dass G und G' zwei projectivischen Systemen 
von Erzeugenden derselben Art des Hyperboloides angehören, für 
welche die beiden Axen My N die Doppelelemente sind. 

15. Betrachtet man eine Ebene a und die ihr windschief ent- 
sprechende Ebene a, so bilden diese — zwei coUineare Systeme von 
der Art, dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte zwei feste 
Gerade — die Axen My N schneiden, und dass entsprechende Ge- 
rade mit den beiden Axen My N vier Erzeugende eines und dessel- 
ben Hyperboloides bilden. 

Die beiden Ebenen a, a haben einen Projectionsstrahl gemein- 
schaftlich, welcher M und N resp. in m und n schneiden möge. Jedem 
Punkte a von A entspricht wieder ein Punkt a von Ay so zwar, dass 
{m n a a'} ==X:ist. Jeder der beiden Punkte w, n entspricht sich selbst. 

Diess letztere charakterisirt die beiden windschief -coUinearen 
Systeme «, «' vollständig, indem wir leicht die Frage beantworten 
können, wie man zwei coUineare ebene Systeme zu einander legen 
müsse, damit sie windschief- collinear werden, d.h. damit die Ver- 
bindungsgeraden entsprechender Punkte zwei feste Gerade schneiden. 

„Legt man zwei coMineare ebene Systeme so im Räume 
zu einander, dass in ihrem gemeinschaftlichen Schnitt- 
strahle zwei entsprechende Strahlen vereinigt sind, so 
sind beide Systeme windschief-collinear d.h. die Ver- 
bindungsstrahlen entsprechender Punkte schneiden zwei 
feste Gerade.^' 

Um diese Behauptung nachzuweisen, seiend und J9' zwei einan- 
der in beiden Systemen entsprechende Strahlen und man bringe 
die beiden Systeme «, a so zu einander, dass B und B im gemein- 
schaftlichen Schnittstrahl A zusammenfallen. Die beiden Strahlen 
B und B' sind in Ansehung der auf ihnen liegenden Punkte projec- 
tivisch, und da beide auf A vereinigt sind, so wird es im Allgemei- 
nen zweimal vorkommen, dass ein Punkt von B mit seinem entspre- 
chenden in B^ zusammenfällt. Es geschehe diess in den beiden 
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Punkten/»^ n. Dann entspricht sich jeder der beiden Punkte m, n 
collinear selbst. 

Femer seien c, d und tf , d' zwei Paar collinear entsprechender 
Punkte beider Systeme a, a und Zc' =^ C und da' = D die Verbin- 
dungslinien der beiden Punktepaare. 

Durch den Punkt m kann man eine Gerade M so legen ^ dass 
sie gleichzeitig € und D schneidet^ ebenso durch ^eine solche Ge- 
rade N. 

Bezieht man nun mittelst der beiden Geraden M, N das ebene 
System a windschief auf die Ebene des Systemes «', so wird dem 
Punkte c der Punkt c^ dem Punkte d der Punkt tf' entsprechen, 
und jeder der beiden Punkte m und n entspricht sich selbst; das 
so in der Ebene des Systemes a entstehende zu a windschief - colli- 
neare System besitzt nun 'mit a vier gemeinsame Punkte w, n, c', d^ 
wesshalb es nach einem bekannten Satze mit dem Systeme a' iden- 
tisch sein muss. Hierdurch ist die Behauptung erwiesen. 

Die beiden Geraden M, N — die Projectionsaxen können ebenso- 
wohl ,reell als auch imaginär sein, oder sie können insbesondere zu- 
sammenfallen. In allen Fällen bleibt trotzdem die Beziehung beider 
Systeme a, cC reell d. h. jedem Punkte des einen Systems entspricht 
ein reeller Punkt des anderen. 

Nachdem man die beiden Axen M, N bestimmt hat, ist durch 
sie auch der ganze Raum windschief auf sich beziehbar. 

16. Sollen zwei Räume collinear auf einander bezogen werden, 
80 kann man beliebigen fünf Punkten des einen irgend fünf Punkte 
des anderen als entsprechend zuordnen. 

Es fragt sich nun, wie die Annahme modificirt werden muss, 
damit die beiden Systeme windschief collinear werden. In dieser 
Beziehung lässt sich leicht folgender Satz nachweisen: 

„Um zwei Räume Z, Z' windschief collinear auf ein- 
ander zu beziehen, ist nur nöthig, irgend drei Punkten 
üybyC des ersten irgc^nd drei Punkte üyb^c' des Letzteren 
als ei^tsprechend zuzuordnen; dann kann man zu jedem 
vierten Punkte d von Z den entsprechenden d' vonZ' be- 
stimmen." 

Durch die drei Punktepaare werden unmittelbar vier Projections- 
strahlen gegeben ; nämlich zunächst die drei Strahlen aä' = Ay 
ft&'a» J9, Tc' ^^ C und endlich der Schnittstrahl D der beiden sich 
entsprechenden Ebenen (abc), {a'b'c'). 

Die vier Geraden besitzen zwei (reelle, imaginäre oder zusam- 
menfallende) Transversalen M, N. 

Ordnet man nun mittelst der beiden Geraden My TV^ als Axen 
zwei Räume einander windschief zu, so dass der Ebene {abc) die Ebene 
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{aVc) entspricht, so ist hiedurch die Verwandtschaft vollständig 
bestimmt; denn der Projectionscoefficient k ist der Werth des Dop- 
pelverhältnißses der vier Ebenen (DM), ( DN), (abc), (ab' c), Ueber- 
diess entspricht aber wirklich dem Punkte a der Punkt ä ^ dem 
Punkte b der Punkt b' und dem Punkte c der Punkt c\ Ebenso 
leicht lässt sich der reciproke Satz beweisen: 

„Um zwei Räume Z, ,Z' windschief-collinear aufein- 
ander zu beziehen, ist nur nöthig, irgend drei Ebenen 
a,/3;y des ersten irgend drei Ebenen a\ß\y des letzteren 
als entsprechend zuzuordnen." 

17. Aus den bekannten Sätzen über collineare räumliche Sy- 
steme lassen sich sofort folgende Sätze bezüglich der windschiefen 
Projection ableiten: 

„Die windschiefe Projection einer räumlichen Curve 
n^""^ Ordnung ist wieder eine solche Curve derselben Art. 
Die windschiefe Projection einer ebenen Curve n^^^ Ord- 
nung ist wieder eine solche." 

„Die windschiefe Projection einer Fläche n^^ Ord- 
nung ist wieder eine Fläche n^^^ Ordnung etc." 

Wir werden im Nächsten einige diessbezügliche Betrachtungen 
durchführen. 

18. Indem wjr den ersten Satz des vorigen Artikels auf einen 
Kegelschnitt C^ anwenden, welcher in der Ebene a liegt, finden 
wir, dass: 

„die windschiefe Projection eines Kegelschnittes 6*3 
abermals ein Kegelschnitt C^ ist, dessen Ebene a die 
Ebene a vonT., in einem Projoctionsstrahle ^ scheidet."^) 

Denn a ist das Bild von «, woraus das letzt Gesagte sofort 
erhellet. Aus dem letzten Satz des 9. Artikels folgt sofort: 

„Das Doppelverhältniss von vier Punkten a, ^, c, e/ des 



*) Denkt man sich die beiden Axen M, N und den Kegelschnitt C^ fest, in 
dessen Ebene a der Projectionsstrahl A liegt, und verändert man nach und 
nach den Projectionscoeffidenten h zwischen — 00 und + 00, so wird jedem 
Werthe von k ein Bild C^ von C^ entsprechen , dessen Ebene a durch den 
Projectionsstrahl A hindurch geht. Für Ä; = 1 fällt C,' mit C^ zusammen, lind 
für Ä; = oder A; = cx> zerfällt C^ in ein Geradenpaar. Etwas Analoges gilt für 
eine Gwade G, deren projicirendes Hyperboloid If sein möge. Bleibt nämlich 3f, N 
und G fest, während der Projectionscoefficient k das oben angegebene Intervall 
durchläuft, so nimmt G' alle möglichen zur Erzeugendenschaar (MNG) gehörigen 
Lagen der Erzeugenden des Hyperboloides an, d. h. G' durchläuft das projicirende 
Hyperboloid, so dass jedem Werthe von k eine Erzeugende G* von N entspricht, 
und umgekehrt. Man könnte also k als den bestimmenden Parameter von G' an- 
sehen und verwenden. 
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Kegelschnittes C^ ist gleich dem Doppelverhältnjss der 
vier Bildpunkte d^liyCyä am Kegelschnitte C^j'." 

Der in beiden Ebenen er, a liegende Projectionsstrahl A schneidet 
C^ in zwei Punkten p^j p^ und C^ in den Bildern /?,', p.^ dieser Punkte. 
Sind nty n die Axenschnitte dieses Projectionsstrahles, so hat man : 

{mnp^Pi')={mnp^p^') = k, 

Wenn also k, p, und pj reell sind, so müssen auch p/, p^' reell 
sein ; wenn dagegen k reell, Pj und p^ aber imaginär sind, so werden 
auch Pi,p\ imaginär sein. Da zwei unendlich nahen Punkten von 
C2 wieder zwei unendlich nahe Punkte von C2 entsprechen, so er- 
gibt sich sofort: 

„Der Tangente vonCjin einem Punkte entspricht die 
Tangente von C2 im entsprechenden Punkte/' 

Da beide Tangenten mit M^ N zu demselben Hyperboloide ge- 
hören, so kann man folgenden Satz aussprechen, wenn man über- 
diess die Anmerkung dieses Artikels beachtet: 

„Berührt eine Erzeugende eines veränderlichen Hy- 
perboloides, von welchem zwei demselben Systeme ange- 
hörige Erzeugende {M,N) fest sind, einen festen Kegel- 
schnitt ^2, so berührt jede Erzeugende dieses Systems 
einen festen Kegelschnitt und die Ebenen aller dieser 
Kegelschnitte gehen durch die feste Erzeugende des 
zweiten Systemes, welche in der Ebene von C^ liegt." 

Es Hessen sich aus dem Vorhergehenden noch viele derartige 
Sätze über die Deformation von Hyperboloiden angeben, welche wir 
jedoch übergehen wollen. 

Es ist nicht schwer, aus den obigen Ergebnissen die Richtigkeit 
des folgenden Satzes nachzuweisen. 

„Der Polare P eines Punktes p der Ebene von C^ be- 
züglich dieses Kegelschnittes entspricht die Polare P' des 
entsprechenden Punktes p' bezüglich C^ und umgekehrt." 

Der Strahl A^ welcher in^ den Ebenen beider Kegelschnitte 
gleichzeitig liegt, entspricht sich selbst, woraus wir schliessen: 

„Die Pole der Schnittlinie.^der beiden Kegelschnitts - 
ebenen bezüglich diesJerKegelschnitte sind entsprechende 
Punkte und ihre Verbindungslinie muss demnach als ein 
Projectionsstrahl die beiden Axen schneiden." 

19. „Man kann je zwei beliebig im Eaume^ liegende 
Kegelschnitte als windschief-collinear betrachten und 
zwar auf unendlich viele Arten." 

Seien a und a' die Ebenen der beiden Kegelschnitte C^ und C^ 
vmAA die Schnittlinien von a und «'; ferner seien p, und p, die Schnitt- 
punkte von C2 mit A und p/, p^ die Schnittpunkte von C2 mit A. 
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Wir ordnen nun etwa dem Punkte j», von C^ den'Punkt p{ von 
C^ und dem Punkte p^ den Punkt p^ zu ; fernef einem ganz belie- 
bigen dritten Punkte a von C^ den ganz beliebigen Punkt «von C.^ 
zu. Nun bestimmen wir uns zwei weitere Punktepaare hb' y cc so, 
dass: 

{p.P.al>}^{p;p^aV) 
{p^Poac} = {p(p^ac'} 

ist. Zieht man nun die Linien aä\ bb\ 'cc, so wird es bekanntlich 
(reelle oder imaginäre) Gerade M, N geben, welche diese drei Ge- 
raden und überdiess den Strahl A schneiden. 

Bezieht man nun mittelst der beiden Geraden üf, N als Axen die 
Ebene a windschief auf die Ebene «', so wird dem Kegelschnitte C<^ 
ein Kegelschnitt C2 entsprechen, von dem wir leicht zeigen können, 
dass er mit C^ identisch ist. Zunächst ist klar, dass C^ mit C^ die 
drei Punkte «', b\ c gemein habe. Wegen der projecti vischen Be- 
ziehung : 

{p^p^abc .. .) % {jp(p^a!V c\ . .) 

zwischen C^ und C.[ und wegen der windschiefen Beziehung von C^ 
und C^' ist auch C^ projectivisch auf C^' bezogen, wobei sich die 
drei Punkte a', b\ c selbst entsprechen. Wenn also etwa d der 
vierte Schnittpunkt von Cc^ und C^ ist, so werden die beiden pro- 
jectivisch en Systeme auf C^ und C^' aus d durch' zwei projectivi- 
sche Strahlenbüschel projicirt, in denen sich die drei Strahlen da, 
db', de' selbst entsprechen, welche Büschel also identisch sind. Hier- 
aus folgt sofort, dass jeder durch d gehende Strahl auf C^ und C^ 
zwei entsprechende Punkte bestimmt. Wenn nun etwa p(' und 7?.," 
die windschiefen Projectionen von jo, , p^ sind, welche bekanntlich 
auf A liegen, so folgt aus obiger Verwandtschaft, dass die zwei 
Strahlen p( pl* und P'fp^' durch d gehen müssen, d. h. dass d auf A 
liegen, und folglich durch das Zusammenfallen von p^' mit p/ oder 
von P2 mit p^ entstehen müsse. Wenn also etwa p," und p{ zu- 
sammenfallen und so den Punkt d geben, so folgt weiter, weil p{ 
und p^' zwei sich in C^ und C^ entsprechende Punkte sind, dass 
diese beiden Kegelschnitte in d auch eine und dieselbe Tangente 
besitzen müssen. Wir finden also, dass C^ und C^ die vier Punkte 
a", b\ Cy d und in Letzterem eine Tangente gemeinschaftlich haben 
und folglich identisch sind. 

„Es ist also wirklich C^ die windschiefe Projection 
von C2 bezüglich M und N als Projectionsaxen.'^ 

Da man jedem beliebigen Punkte a von C^ jeden beliebigen 
Punkt d von C^ als windschief entsprechend zuweisen kann, so 
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kann in der That jeder K^;elscbniU auf unendlich yide Arten als 
windi^chief - collineare Figar eines jeden zweiten betraditet werden. 

Die beiden Axen .V, .V, welche der Annahme eines Punkte- 
paares a ä entsprechen, bestimni^i anf dem Strahle A zwei Punkte 
resp. Mj tij %o dass m, n die Doppelpunkte zweier projectiTischen 
Reihen darstellen j in denen p^ p(j p^ p^ zwei Paar entsprechender 
Punkte sind. Lässt man das Punktepaar ad auf den beiden Kegel- 
schnitten ^29 ^2 variiren^ so beschreibt das Punktepaar mj n auf A 
eine quadratische Pnnktinvolution / (siehe Chasles, Geometrie 
snperieure §. 259.) , welcher auch die Punktepaare p, p/, p^ p{ an- 
gehören« Es wird diese Involution zwei Doppelpunkte besitzen, 
d, b. es wird zweimal geschehen können, dass bei der getroffenen 
Anordnung die beiden Projectionsaxen unendlich nahe zusanmien- 
rücken. 

Hätte man dem Punkte py von C^ den Punkt p^ von C^ und 
dem Punkte p^ den Punkt p( als entsprechend zugeordnet, so er- 
hielte man eine zweite Axenschaar (Jf, TV), welche auf ^ eine Punkt- 
involution J' bestimmte, welcher die Punktepaare PiP^j P2P2 ange- 
hören. Auch diese Involution besitzt zwei Doppelelemente, welche 
Veranlassung zu zusammenfallenden Axenpaaren geben. Wie aus 
der Anordnung der bekannten« Punktepaare der beiden Involutionen 
J,f hervorgeht, sind diess zwei conjugirte Involutionen, d.h. die 
Doppelelemente der einen bilden ein Punktepaar der anderen, oder 
rlio zwei Doppelpunktepaare sind zwei Paar harmonischer Punkte. 
Hieraus folgt sofort, dass entweder eines dieser Doppelpunktepaare 
oder beide reell sein müssen. 

Wir können also behaupten:] 

„Zwei im Räume beliebig liegende Kegelschnitte 
kann man auf unendlich viele Arten als windschief-col- 
linear Verwandte betrachten, und viermal in der Art, 
dass die beiden Projectionsaxen unendlich nahe zu einan- 
der rücken.'^ 

Von besonderer Wichtigkeit ißt der unendlich weite imaginäre 
Kugelkreis, dessen Bild bei der windschiefen Projection ein Kegel- 
schnitt ist, welcher in der Fluchtebene g? liegt und dessen Mittel- 
punkt (nach dem letzten Satze in Art. 18.) der Schnittpunkt der 
Fluchtebeno mit dem zu beiden Axen rechtwinkeligen Strahle S ist. 

Lässt man auch windschief- colHneare imaginäre Beziehungen 
zu, so kann man den wichtigen Satz aussprechen (welcher nur eine 
Anwendung des letzten Satzes ist): 

„Jeden Kegelschnitt kann man als die windschief- 
collineare Figur des imaginären Kugelkreises betrach- 
ten und umgekehrt.'^ 
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20. Wir sind im vorigen Artikel zu einer besonderen windschief- 
coUinearen Verwandtschaft gekommen, welche sich dadurch aus- 
zeichnet, dass die beiden Projectionsaxen if, N unendlich nahe zu 
einander rücken. Auf den ersten Blick scheint hier eine Unbe- 
stimmtheit einzutreten, da die Verwandtschaftsgleichung: 

(mnaa') = k 
nicht mehr anwendbar erscheint. 

Dem ist jedoch nicht so, wie man gleich sehen wird. 

Aus den bisher gepflogenen Betrachtungeij dürfte jedenfalls 
klar hervorgehen, dass die windschiefe Verwandtschaft zweier Räume 
vollkommen bestimmt sei, sobald die beiden Axen M, N und ein 
Paar entsprechender Ebenen a, a oder ein Paar entsprechender 
Punkte ö, a gegeben ist; doch müssen sich im ersten Falle a und a 
in einem Projectionsstrahle A d. h. in einer Geraden schneiden, 
welche den beiden Axen begegnet, und im zweiten Falle müssen 
die beiden Punkte ö, a' auf einem solchen Projectionsstrahle liegen. 
Man kann dann in jedem der beiden Fälle nach den Principien der 
CoUineation mit Umgehung der obigen Verwandtschaftsgleichung zu 
einem Gebilde des einen Systemes das entsprechende Gebilde des 
anderen Systemes construiren (vergl. Art. 7. dieser Note). 

Angenommen nun, es wäre H ein beliebiges einschaliges Hyper- 
boloid und M eine seiner Erzeugenden und ferner N die ihr unend- 
lich nahe Erzeugende, und wir setzen diese zwei Geraden M, N als 
Axen einer windschief- collinearen Verwandtschaft fest. 

In diesem Falle werden die Projectionsstrahlen zu Tangenten 
des Hyperboloides längs der Erzeugenden M. Durch jeden Punkt a 
des Raumes -geht jedoch auch hier ein einziger vollkommen be- 
stimmter Projectionsstrahl; denn in der That berührt die Ebene {aM) 
das Hyperboloid in einem bestimmten Punkt m, und die Gerade örm 
ist dann der durch den Punkt a gehende Projectionsstrahl. Ebenso 
liegt in jeder Ebene a ein einziger Projectionsstrahl. Denn ist {aM) 
der Schnittpunkt von a mit M und ft die Tangentialebene des Hyper- 
boloides in diesem Punkte , so ist die Gerade (a il\ der einzige in a 
liegende Projectionsstrahl. Ordnet man nun der Ebene a die durch 
den Projectionsstrahl («fi) beliebig gelegte Ebene a zu, so ist hier- 
durch die windschiefe Verwandtschaft vollkommen festgesetzt. Jedem 
Punkte von a ist jener Punkt von a zugeordnet, in welchem diese 
Ebene von dem durch ersteren Punkt gehenden Projectionsstrahle 
getroffen wird. Das Bild einer beliebigen in a liegenden Geraden G 
ist eine leicht bestimmbare, in a liegende Gerade G' u. s. w. Soll 
zu einer beliebigen zweiten Ebene ß die entsprechende bestimmt 
werden, so ist es die Ebene /?', welche man durch den in ß liegen- 
den Projectionsstrahl und die der Geraden (aß) entsprechende Gerade 
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iaß') logen kann. Ebenso leicht bestimmt sich der einem be- 
liebigen Punkte des Raumes entaprechende Pnnkt. 

Es ist dieser Fall der windschiefen Raumcollineation analog zu 
jenem der ebenen Centralcollineation , bei welcher das Collineations- 
centnim in der Collineationsaxe liegt. In der That werden bei 
dieser windschiefen Collincation die beiden in einer durch M gehen- 
den Ebene liegenden Systeme derart collinear, dass M die Collineations- 
axe ist und der Berührungspunkt der Ebene mit dem Hyperboloide, 
welcTier also auf M liegt, zum Centrum der Collineation wird. 

21. Wir haben als die projicirende Fläche einer beliebigen 
Geraden tf dasjenige Hyperboloid kennen gelernt, welches durch die 
Gerade und die beiden Projectionsaxen bestimmt ist. Wir wollen 
nun auch die projicirenden Flächen der Kegelschnitte näher be- 
leachten und dabei vom einfachsten Falle ausgehen. 

Nimmt man an, dass ein Kegelschnitt C^ im Räume so liegt, 
dass er beide Projectionsaxen M, N und zwar etwa in den Punkten 
m, n schneidet, so ist klar, dass seine projicirende Fläche ein Hyper- 
boloid ffj sein werde, welches dureji M, N und Cj bestimmt erscheint. 
Denn wenn sich eine Gerade (der Projectionsstrahl) so bewegt, dass 
sie immerwährend die drei Linien M, N, C^ schneidet, so erzeugt 
sie bekanntlich ein Hyperboloid mit einem Fache. 

Das Bild des Kegelschnittes C.^ wird ein zweiter Kegelschnitt 
C^ des Hyperboloides H^ sein , welcher durch dieselben zwei Punkte 
m, n der beiden Axen M, N hindurchgeht als C^ ; denn diese zwei 
Punkte m, n sind , weil auf den Projectionsaxen liegend, ihre eigenen 
Bilder; zugleich sind es die Durchs ehnittspunkte des Projeetions- 
strahles rnn mit dem projicirenden Hyperboloide. 

Den Kegelschnitt C^ kann man finden wie folgt : 

Ist a die Ebene von C^ und ft, v die durch ntn und M, N resp. 
gehenden Ebenen, und ist überdiess k der Projectionscoöfficient, so 
bestimme man die Ebene ß' durch ~mn so gehend, dass 

{(ivaa') ^ k 
wird; dann schneidet «' das Hyperboloid Hj in dem Bilde Cj' von C^. 

Lässt man die beiden Axen M, N und den Originalkegel schnitt 
G2 fest und verändert den Coefficienten k, so wird man für «' das 
ganze Ebenenbüschel Irin erhalten, welches daq Hyperboloid tfj in 
einem Kegelschnittsysteme (C,') schneiden wird, dessen einzelne Curven 
durch die zwei festen Punkte tn, n hindurchgehen, und unter welchen 
sich auch C^ (dem Werthe ^ = 1 entsprechend) vorfindet. 

Man ist vollkommen berechtigt, ein solches System von Kegel- 
schnitten als „ein Kegelschnittsbüschel auf der Fläche H^' 
zu bezeichnen. Die Punkte m, n treten als Scheitel des Büschels 
auf. Man erkennt sofort, dass ein auf einer Fläche zweiten Grades 
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befindliches Kegelschnittsbüschel durch seine beiden Scheitel voll- 
kommen bestimmt ist. 

Jeden Kegelschnitt des Büschels (mn) kann man als die wind- 
schief Collineare von 6*2 betrachten ; hiebei werden die Punkte, welche 
auf einer und derselben nicht zum Systeme (MN) gehörigen Erzeu- 
genden von /?2 liegen, entsprechende Punkte sein und folglich die 
Tangenten der Kegelschnitte in diesen Punkten entsprechende Gerade, 
welche daher in,sgesammt in einem und demselben durch M und N 
gehenden Hyperboloide liegen müssen, welches das Hyperboloid JI2 
in der betreffenden Erzeugenden berühren wird. 

Demnach ; 

„Legt man in den Punkten, in denen die Kegelschnitte 
eines auf einer Fläche B2 zweiten Grades befindlichen 
Kegelschnittsbüschels {m n) eine Erzeugende der Fläche 
schneiden, an diese Kegelschnitte die Tangenten, so er- 
füllen sie ein Hyperboloid, welches das gegebene in der 
besagten Erzeugenden berührt, und durch jene zwei Er- 
zeugende desselben geht, welche zum anderen Systeme 
gehören und die beiden Büschelscheitel enthalten." 

Wenn man unter dem Doppelverhältnisse von vier Kegelschnitten 
des Büschels (mn) jeües ihrer vier Ebenen versteht, so kann man 
von projectivischen Kegelschnittsbüscheln auf einer Fläche zweiten 
Grades reden und mit grösster Leichtigkeit ihre Erzeugnisse auf der 
Fläche bestimmen. 

Wenn die beideh Scheitel m, n sich auf einer und derselben Er- 
zeugenden eines Systemes befinden, so degenerirt das Kegelschnitts- 
büschel in das andere System der Erzeugenden; denn jede durch 
die erste Erzeugende gehende Ebene schneidet die Fläche in einer 
Erzeugenden des zweiten Systemes. Man kann somit jedes der beiden 
Erzeugendensysteme als ein Kegelschnitts büschel betrachten, dessen 
zwei Scheitel irgend zwei Punkte irgend einer Erzeugenden des 
zweiten Systemes sind. 

„Zwei projectivische Erzeugendensysteme erzeugen 
eine Linie zweiter Ordnung." 

Wenn die beiden Systeme von einander verschieden sind, d. h. 
wenn sich je zwei entsprechende Erzeugende schneiden, so entsteht 
ein eigentlicher Kegelschnitt der Fläche, und umgekehrt werden die 
Erzeugenden der beiden Systeme einer Fläche zweiten Grades mittelst 
eines auf der Fläche liegenden Kegelschnittes projectivisch gepaart, 
wobei zwei solche Erzeugende als einander entsprechend gelten, 
welche sich in einem Punkte des Kegelschnittes schneiden. 

Wären die Erzeugenden eines und desselben Systemes einander 
projectivisch zugeordnet, so kann man von einem Erzeugnisse nicht 
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reden, ausser man bezeichnet die beiden auftretenden. Doppelelemente 
(Doppelerzeugenden) als das Erzeugniss. 

Sind den Erzeugenden ^; B^ C des einen Systemes die Erzeugen- 
den A^y B^y C^ des anderen Systemes zugeordnet, so ist das Erzeug- 
niss der beiden Systeme jener Kegelschnitt, in welchem die Fläche 
zweiten Grades von der durch die drei Punkte {A A^), (B B^), (^^i) 
gehenden Ebene geschnitten wird. 

„Zwei proj ectiyische Kegelschnittsbüschel auf einer 
Fläche zweiten Grades erzeugen eine Raumcurve vierter 
Ordnung erster Art." 

Denn die Ebenen der Kegelschnitte beider Büschel sind auch 
in projectivischer Beziehung und erzeugen eine Fläche zweiten Grades, 
welche die gegebene Fläche in dem Erzeugnisse der beiden Büschel 
schneidet. 

Wenn die vier Scheitel beider Büschel in einer und derselben 
Ebene liegen, und es entspricht sich überdiess der in diesem Falle 
beiden Büscheln gemeinschaftliche Kegelschnitt selbst, so zerfällt das 
Erzeugniss in diesen und einen zweiten Kegelschnitt. Man könnte 
diese Lage als die perspectivische der beiden Büschel bezeichnen. 

„Ein auf einer Fläche zweiter Ordnung liegendes 
Kegelschnittsbüschel erzeugt mit einem ihm projecti- 
vischen Erzeugendensystem eine Raumcurve dritter 
Ordnung." 

Es ist diess nur ein specieller Fall des Vorhergehenden, wobei 
nämlich das eine Kegelschnittsbüschel in einer Erzeugendenschaar 
degenerirt. Nimmt man eine Erzeugende der zweiten Schaar zur 
Axe eines durch die erste Schaar gehenden Ebenenbüschels, so wird 
dieses projectivisch sein zu dem Büschel der Kegelschnittsebenen, 
und wird mit diesen eine Fläche zweiten Grades erzeugen, welche 
die gegebene in einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden wird, 
da beide Flächen die Axe des einen Ebenenbüschels gemeinsam ent- 
halten. Diese Raumcurve ist aber auch das Erzeugniss der betrach- 
teten Gebilde. 

Man kann auf diese Erzeugungsart eine einfache Construction 
der durch fünf Punkte einer Fläche zweiten Grades auf derselben 
gehenden 2 Raumcurven gründen^). Da eine auf der Fläche B2 
zweiter Ordnung liegende Linie zweiter Ordnung durch zwei pro- 
jectivische Systeme von Erzeugenden beider Schaaren erzeugt werden 
kann, so steht zu erwarten, dass man eine auf der Fläche ff^ liegende 
Raumcurve dritter Ordnung durch ein-zweideutige Erzeugendensysteme 
entstehen lassen kann. 



*) Vergleiche Crelle's Journal Bd. 58 pag. 143. 
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Dem ist nun in der That so. 

„Zwei ein-zweideutige Erzeug^ndensysteme einer 
Fläche zweiten Grades, je eines einer Schaar angehörig, 
erzeugen eine ßaumeurve dritter Ordnung." 

Es sei Zj die eine Erzeugendenschaar, welche zur zweiten Er- 
zeugendenschaar Zj in einzweideutiger Beziehung steht, d. h. wo 
jeder Erzeugenden X der Schaar Z, zwei Erzeugende X^y X^ der 
zweiten Schaar entsprechen. 

Die Erzeugenden der eindeutigen Schaar Zj projiciren sich aus 
einer beliebigen Erzeugenden S^ der zweiten Schaar in einem Ebenen- 
büschel, und ebenso projicirt sich die Schaar Zj aus einer Erzeu- 
genden B von Z| in einem Ebenenbüschel. Es ist nun klar, dass 
auch die beiden Ebenenbüschel S^ D in ein-zweideutiger Beziehung 
stehen werden und dass sie — da sich ihre Axen schneiden — einen 
Kegel dritter Ordnung erzeugen werden , für welchen D eine Doppel- 
kante und S eine einfache Kante ist. Dieser Kegel wird also mit 
der Fläche zweiten Grades noch eine ßaumeurve dritter Ordnung 
gemein haben, welche sich als das Erzeugniss der beiden Systeme Z^, 
Zj darstellt. 

Würde man, statt D und S^ beliebig zu wählen, zwei einander 
entsprechende Erzeugende gewählt haben, so träte an die Stelle 
des Kegels dritter Ordnung ein solcher von der zweiten, weil in 
diesem Falle die beJÖen betrachteten einzweideutigen Ebenenbüschel 
sich in reducirter Lage befinden würden. 

Aus der Verwandtschaftsart ein-zweideutiger Gebilde folgt sofort: 

„Jede Erzeugende des eindeutigen Systemes ist eine 
zweipunktige und jede des zweideutigen Systemes eine 
einpunktige Secante der erzeugten Raumcurve." 

Denn in der That befinden sich auf einer Erzeugenden des ein- 
deutigen Systemes zwei Punkte des Erzeugnisses, nämlich ihre Schnitt- 
punkte mit den beiden ihr entsprechenden Erzeugenden des zweiten 
Systemes. Ebenso leicht erkennt man, dass jede Erzeugende des 
eindeutigen Systemes eine einpunktige Secante der Raumcurve ist. 
Auf einer Fläche H^ (welche wir als windschief voraussetzen müssen) 
gibt es bekanntlich zwei Systeme von Raumcurven dritter Ordnung. 
Eine solche Curve gehört zu dem einen oder dem anderen Systeme, 
je nachdem sie den Erzeugenden des einen oder des anderen Systemes 
zweimal begegnet. Es ist nun wichtig zu erkennen: 
„dass man jede auf einer Regelfläche H^ liegende Raum- 
curve als das Erzeugniss eines Paares ein-zweideutiger 
Erzeugendensysteme betrachten könne." 

Es ergibt sich diess erstlich schon daraus, weil eine solche 
Raumcurve die Erzeugenden der Regelfläche in ein - zweideutige Be- 
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ziehtmg setzte wenn man nämlich solche zwei Erzeugende, welche 
sich auf der Raumcurve schneiden; als entsprechende bezeichnet. 
Die zweipunktigen Secanten bilden das eindeutige und die einpunk- 
tigen Secanten das zweideutige System. Dasselbe ergibt sich in 
folgender Weise. Nimmt man auf der Raumcurve fünf beliebige 
Punkte an und zieht die durch sie gehenden Erzeugenden der Fläche, 
so sind fünf von ihnen zweipunktige und fünf sind einpunktige 
Secanten der Curve. Betrachtet man die ersteren als fünf Erzeugende 
eines eindeutigen Systemes und die letzteren als die ihnen ent- 
sprechenden Erzeugenden eides zweideutigen Systemes, so werden 
beide Systeme durch diese fiinf Paar entsprechender Elemente be- 
stimmt sein, und werden eine Raumcurve dritter Ordnung erzeugen, 
welche mit der ursprünglichen identisch sein muss, weil man durch 
fünf Punkte nur eine Raumcurve dritter Ordnung auf der Fläche 
ziehen kann, welche eine bestimmte Erzeugende -Schaar zu zwei- 
punktigen Secanten besitzt. 

Die Verzweigungselemente des eindeutigen Erzeugendensystemes 
werden Erzeugende sein, welche die Raumcurve in zwei unendlich 
nahen Punkten schneiden d. h. berühren. 

„Unter den Erzeugenden einer Fläche zweiten Gra- 
des, welche eine auf der Fläche liegende Raumcurve 
dritter Ordnung in zwei Punkten schnei^den, gibt es zwei 
(die Verzweigungserzeugenden), welche die Curve be- 
rühren." 

Der Satz, dass ein Elementenpaar des zweideutigen Gebildes 
das Paar der Doppelelemente harmonisch trennt, drückt sich hier 
folgendermassen aus: 

„Befindet sich auf einer Fläche zweiten Grades .eine 
Raumcurve, so bilden die Paare der sie einpunktig 
schneidenden Erzeugenden, deren Schnittpunkte auf je 
einer Erzeugenden des zweiten, Systemes liegen, eine 
Involution von Erzeugenden. Die Doppelelemente dieser 
Involution sind die beiden Erzeugenden, welche durch 
die Berührungspunkte der die Curve berührenden Er- 
zeugenden hindurchgehen." 

22. Projicirt man eine Fläche zweiten Grades und zwei ein- 
zweideutige Erzeugendesysteme derselben aus einem Punkte des 
Raumes auf eine beliebige Ebene, so wird man einen Kegelschnitt 
und zwei einzweideutige Tangentensysteme desselben erhalten. Da 
sich nun die durch die beiden Erzeugendensysteme erzeugte Raum- 
curve dritter Ordnung als eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte. projicirt, so können wir folgenden Satz aussprechen: 
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„Befinden sich auf einem Kegelschnitte zwei ein- 
zweideutige Tangentensysteme, so erfüllen die Schnitt- 
punkte entsprechender Tangenten eine Curve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte, welche den Kegel- 
schnitt dreifach berührt/^ 

Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass die Projection 
jeder auf einer Fläche liegenden Curve den sichtbaren Umriss der 
Fläche berühren müsse. 

Der reciproke Satz lautet: 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
ein-zweideuti!gen Punktsysteme auf einem Kegelschnitt 
umhüllen eine Curve dritter Classe mit einer Doppel- 
tangente, welche Curve den Träger dreifach berührt." 

23. Neben den Linien vierter Ordnung erster Species kann man 
auch solche der zweiten Species auf einer Fläche H^ zweiten Grades 
betrachten, und es fragt sich, wie man solche Curven erzeugen könne. 

Für Curven vierter Ordnung zweiter Art lässt sich auf den 
Flächen zweiter Ordnung folgende Erzeugungsart angeben: 

„Ein Kegelschnittsbüschel einer Fläche zweiten Gra- 
des erzeugt mit einem ihm verwandten zweideutigen Er- 
zeugendensysteme der Fläche eine Curve vierter Ordnung 
zweiter Art.*^ 

Seien w, n die Scheitel des eindeutigen Kegelschnittsbüschels 
und Zj das zweideutige ihm verwandte Erzeugendensystem, dann 
ist rnn die Axe des durch die Kegelschnittsebenen gebildeten Ebenen- 
büschels, und das zweideutige Erzeugendensystem Zj wird sich aus 
einer Erzeugenden D der zweiten Schaar durch ein zweideutig auf 
das ersterwähnte Büschel (wü) bezogenes Ebenenbüschel projiciren. 

Die beiden ein-zweideutigen Ebenenbüschel {mn) und D erzeugen 
nun eine Fläche dritter Ordnung, welche D zur Doppellinie besitzen 
und folglich die Fläche zweiten Grades noch in einer ßaumcurve R^^ 
vierter Ordnung zweiter Art schneiden wird. ^) 

Diese Raumcurve ist aber offenbar zugleich das Erzeugniss des 
Kegelschnittsbüschels und der Erzeugend enschaar. Es ist von selbst 
ersichtlich, dass erstlich die erzeugte Curve durch die beiden Scheitel 
triy n des Kegelschnittsbüschels hindurchgehen werde, und dass 
zweitens jede Erzeugende des Systemes Zj eine einpunktige und 
demnach jede Erzeugende der zweiten Schaar (wie D) eine drei- 
punktige Secante sein müsse. 

~ Zugleich lässt sich zeigen: 



^) Siehe Art. 47 des III. Theiles. 

Wkyb, Theori«. 11 
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,,dass jede auf einer Fläche zweiten Grades liegende 
Raumenrve vierter Ordnung zweiter Art sich als das Er- 
zeugnissunendlich vieler Paare einzweideutiger Gebilde 
betrachten lasse, von denen das eindeutige ein Kegel- 
schnittsbüschel ist, dessen zwei Scheitel irgend zwei 
Punkte der Curve' sind, während das zweideutige Ge- 
bilde durch das System der die Curve einpunktig schnei- 
denden Erzeugenden dargestellt wird/^ 

Nimmt man nämlich zwei beliebige Punkte der Raumcurve zu 
Scheiteln eines Kegelschnittsbüschels und ordnet den durch fünf 
weitere Punkte der Curve gehenden Kegelschnitten die' fünf durch 
diese Punkte gehenden, die Curve einpunktig schneidenden Erzeu- 
genden der Fläche zu, so erhält man ein Kegelschnittsbüschel mit 
einem Erzeugendensystem in ein - zweideutiger Beziehung, welche 
eine Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art erzeugen, die mit der 
ursprünglich angenommenen identisch sein muss, weil sich durch 
sieben Punkte einer Fläche zweiter Ordnung nur eine Curve dieser 
Art auf der Fläche ziehen lässt. 

24. Anmerkung. Es dürfte nicht am unrechten Orte sein, 
zu zeigen, wie man die auf den Flächen zweiten Grades liegenden 
Curven classificiren und durch mehrdeutige Erzeugendensysteme her- 
stellen könne. 

Sei Cn eine auf der Fläche H^ zweiten Grades liegende Curve 
yjicr Ordnung, also eine Curve, welche mit irgend einer Ebene n 
Punkte gemeinschaftlich hat. Eine beliebige Ebene schneidet die 
Fläche F^ in einem Kegelschnitte und Cn in n Punkten, welche auf 
diesem Kegelschnitt liegen müssen. Ist speciell die Ebene eine 
Tangentialebene der Fläche, so degenerirt der Kegelschnitt in ein 
Geradenpaar d. i. in ein Paar von Erzeugenden der Fläche, von 
welchen je eine zu einem Systeme gehört. Die Schnittpunkte der 
Tangentialebene mit der Curve Cn müssen sich daher auf diesen 
beiden Erzeugenden befinden. Angenommen, es würden n^ von den 
Schnittpunkten auf der Erzeugenden liegen, welche zum Systeme Z^ 
und ^2 auf jener, welche zum Systeme Ij gehört, wobei selbstver- 
ständlich n^ -\- n^ = n sein muss. Dann lässt sich leicht einsehen, 
dass n^ Punkte auf jeder Erzeugenden des Systemes Z, und n.^ Punkte 
auf jeder Erzeugenden des Systemes Z2 der Curve Cn liegen müssen. 
In der That enthält jede durch die betrachtete Erzeugende des 
Systemes Zj gelegte Ebene eine Erzeugende- des Systemes Z2, auf 
welcher n — /^, d. i. ^2 Punkte von Cn liegen müssen, weil auf der 
ersteren sich deren n^ befinden. 

„Schneidet eine auf einer Fläche zweiten Grades 
liegende Curve /^ter Ordnung eine Erzeugende in w^ Punk- 
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ten, so schneidet sie alle Erzeugenden, welche mit dieser 
zu demselben Systeme gehören, in n^ Punkten und alle 
Erzeugenden des zweiten Systemes in (n — w,) Punkten/' 

Diess bietet das einfachste Mittel, die auf der Fläche i^j liegen- 
den Curven w**''* Ordnung zu classificiren. 

Zerlegt man nämlich n in alle möglichen Summandenpaare von 
1 bis n — 1, so gehört zu jedem Summandenpaare wie z. B. Wj, Wj 
eine Curvenfamilie der w*«" Ordnung, welche alle Curven w^®» Ord- 
nung umfasst, welche die Erzeugenden des Systemes Z^ in n^ Punk- 
ten und jene des Systemes Zj fti Wg Punkten schneiden. Diese 
einzelnen Familien entsprechen demnach der Zerlegung von n in: 

l + (w~l), 2 + («^2), 3+(w — 3) (n-3) + 3, (n — 2) + 2, 

in - 1) + 1 

woraus man sofort erkennt, dass der Familien « — 1 auftreten können, 
von denen aber je zwei der Natur nach identisch sind, nämlich die- 
jenigen, welche den vom Anfang und vom Ende gleich weit ab- 
stehenden Zerlegungen entsprechen. 

Der Natur nach verschiedene Familien von Curven n*®' Ordnung 
auf den Flächen zweiter Ordnung gibt es demnach i ^ j , wenn 

n ungerade, und ( y ) ; wenn n gerade ist. 

So existiren z. B. Raumcurven dritter Ordnung nur von einer 
Art, dagegen zwei Arten von Raumcurven vierter und fünfter Ord- 
nung auf den Flächen 2, Grades u. s. f. Um die Raumcurven, welche 
verschiedenen Familien angehören, zu unterscheiden, könnte man unter 
einer „R a u m c u r v e «^ + ^2 (= ^Y^^ Ordnung '^ eine solche verstehen, 
welche die Erzeugende des Systemes Z, in n^ und jene des Systemes 
Zj in ^2 Punkten trifft. Demnach würde sich z. B. die Raumcurve 
«2 + n^ (= n)^®^ Ordnung nur dadurch von der ersteren unterscheiden, 
dass sie die Erzeugenden des Systemes Zj in Wj ^^^^ jene des Sys- 
temes Z2 in nj Punkten triflft. Der Natur nach wären aber diese 
beiden Curven identisch. 

Projicirt man eine Curve w, + ^2 ("^ ^Y^^ Ordnung aus einem 
beliebigen Punkte der Fläche zweiten Grades durch einen Kegel, 
so wird dieser von der w*<^° Ordnung sein. Da die den Systemen 
Z, , Z2 resp. angehörigen Erzeugenden A^y A^y welche durch o hin- 
durchgehen, beziehungsweise n^-punktige und ^2- punktige Secanten 
der Raumcurve sind, so werden sie resp, Wi -fache, ^3- fache Kanten 
des Kegels sein. 

Der Gesammtschnitt des Kegels mit der Fläche zweiten Grades 

muss von der 2;« = 2(^,4-^2)*^" Ordnung sein, und da in ihn Ay als 

11* 



VA 

fer*/u,v':*jyKi * ** VX.4 ji^ Äit *. votier *.^ firdMm^ €iBS«i.i. »i 
>,>*4 «ttiii. CA** -i*T Kfx*i AJ^it^tr der «J^a-re »•« Orinmm^. T^t«. 
w*r;'7,*T wir a.vt^;r.^*-L, \L^j^sKi weiteres SdLfiitt fldt «r F&e^ 
Äir*ritÄ«» Orad^sfc ^.*iu»r^^. ijiheb )la^^:^ GieicikMiig gAt 

4^ fcur w.<rLr ia eir.*^T C^rre i». — *, ' = * • - Ordonng sckBeidm 
k^ßUUh. iHMi dj*r Or'imr*5r dfrr ScLj:h^:rTinre it sein müsse, wird 
dij» d<^a \ot\$^^^h\A^n*itiU klar sein. Da non jede ErzengesMSe 
4'^ Hv>,Utrj<dj Z, <ii*r ri^'facte Kante ^ MrLseidet, so trüR sie den 
K'^el und >,ofiiit aach die fraglicLe r^chnitteurre in breiteren n — »* 
d, i. in «, Fafikten. Ebenso zeigt sich, da»* jede Erzeugende des 
S^Ät/;?!«';?« Zj der SebDittcurre in »^ Punkten begegnen müsse. 

I>a rittfi ein K<:rjrel «'*• Graden, welcher eine », -fiurhe und eine 
;](.. n^ ssth^. fache Kante besitzt, bestimmt ist, sobald man diese 

Kanten und weitere 2" — 2 2~ Kanten oder 

Punkte kennte »o kann rnan sagen: eine Curve «, -{- H^(^=ny*' Ord- 
nung auf einer Fläche zyrAXfm Grades ist bestimmt, sobald man 

,^ - ihrer Funkte kennt, betzt man m 

dielte Zahl statin den Werth (n, -(-/tj), so nimmt sie die einfachere 

Form (n^ n^ + '^j + ^2) *^' 

;;Eine Curve (wj + Wj)^''' Ordnung, welche auf einer 
Fläche zweiten Grades liegt und die Erzeugenden des 
einen Hysterns in n^ und jene des zweiten Systemes in n^ 
Punkten schneidet; ist bestimmt, sobald man (»i ^2 4~.''i 
-f- w^j ihrer Punkte kennt." 

Ho ist z. IJ. eine Curve dritter Ordnung durch fünf, eine der 
vi<?rtcn Ordnung erster Art durch acht und eine der vierten Ord- 
nung zweiter Art durch sieben Punkte bestimmt etc. 

Kin(5 auf der Fläche zweiten Grades liegende Raumcurve 
W| + W'i{'-= w)'"'' Ordnung setzt die Erzeugende der beiden Systeme 
£|; Z«2 in ^1 -r/^- deutige Beziehung, wenn man sich nämlich zwei 
Holche Erzeugende entsprechen lässt, welche sich auf der Curve 
Hchnoidon. Da nun zwei W|-W2- deutige Gebilde durch (W1W2 + W1 + W2) 
Ehjuiontenpaare bestimmt sind *) und ebensoviele Punkte eine Curve 
f/|-f-Wa('--w)^*''()rdnung bestimmen, so ergibt sich, dass zwei w,-«2- 
ddutigo Erzeugondonsysteme einer Fläche zweiten Grades eine all- 
g<!nKuno Curve w, •+■ WjC*^ ^)^*^^ Ordnung erzeugen und umgekehrt, 
diiMS nmn jode solche Curve als das Erzeugniss zweier Wj-Wj-deutiger 
lOrzeugondonHystüuie betrachten kann. 

^) ViM'j^lüiclu« (lüu Aktimband der königlich böhmischen Gesellschaft der 
WiHHciiHchulU'u, vom Juhre 1870: „Ueber mehrdeutige Elementargebilde." 



165 

,,Sind die Erzeugenden der beiden Seh aar en einer Fläche 
zweiten Grades in Wj-Wj-deutiger Beziehung, so erzeugen 
sie eine Curve Wi + %(=w)*®^ Ordnung, und umgekehrt 
kann jede Curve der letzten Art als das Erzeugniss 
zweier ^i-Wj- deutigen Erzeugendensysteme betrachtet 
werden," 

Betrachten wir zwei auf der Fläche H.2 zweiten Grades lie- 
gende Curven C„^^n^ ,, ^»i'+< von den resp. Ordnungen n^-\-n^(==n) 
und n( + n^ (= n) und stellen wir uns die Aufgabe, die Zahl ihrer 
Schnittpunkte zu finden. Die über den zwei Curven aus einem belie- 
bigen Punkte der Fläche H^ construirten Kegel sind von den resp. 
Ordnungen (wj + Wj) und {n^ -\-n2) und folglich jhr Schnitt von der 
Ordnung (wj + Wg) (wZ+Wj^« Die durch den Punkt o gehende Er- 
zeugende A^ der Fläche H2, welche zum Systeme"!, gehört, ist für 
den ersten Kegel eine w^- fache und für den zweiten Kegel eine 
w/- fache Kante und geht daher in den Q^esammtschnitt beider Kegel 
als Linie n^ w/-^®^ Ordnung ein. Ebenso stellt die zweite durch gehende 
Erzeugende A^ einen Bestandtheil WjWj'"**^ Ordnung des Gesammt- 
schnittes vor. Die beiden Kegel werden also ausser den mehrfachen 

Kanten .4j, ^2 ^<^^h weitere [(wi + ^2) (^1'+ ^2) — w^w,' — n^ n^] Kanten 
gemeinsam haben und ebensoviele Punkte werden den beiden be- 
trachteten Curven gemeinschaftlich sein. 

Die obige Zahl lässt sich in die Form {n^ n^ + n.^ w/) bringen 
und wir können daher folgenden Satz aufstellen: 

„Zwei auf einer Fläche zweiten Grades liegende Cur- 
ven von den resp. Ordnungen (^^4-%); (^j + O besitzen 
(wi«2 + ^2^i') gemeinschaftliche Punkte." 

Wird W| = n{ und n^ = n^y so hat man es mit zwei Curven 
derselben Familie und desselben Systemes*) zu thun. Die Zahl der 
gemeinschaftlichen Punkte zweier solcher Curven ist also 2n^n2. 

„Zwei auf einer Fläche zweiten Grades liegende 
Curven (^, + ^2)*®^ Ordnung (desselben Systemes) schnei- 
den sich in 2w, Wj P^^^ten." 

Wenn n^^n^ und ^2 = ^1' ist, so sind beide Curven derselben 
Familie aber verschiedener Systeme*, die Zahl ihrer Schnittpunkte 
ist dann (w,^ -J- n^). 



*) Wäre «I = W2' uud n^ = «/, so wären die Curven wohl von derselben 
Familie ) aber sie unterscheiden sich dadurch von einander«^ daes das Yerhältniss 
der Erzeugenden des einen Systemes zu der einen Curve dasselbe ist, wie jenes 
der Erzeugenden des zweiten Systemes zur zweiten Curve. Wir unterscheiden 
sie dadurch, dass wir sie als „von derselben Familie, aber von verschiedenen 
Systemen'* bezeichnen. 



^^Zwei auf einer Fläcbe zweiten Grades liegende 
Ciirven ron den re»p. Ordnungen («i + »2> und fjtj-j-aj* 
ncfaneiden »ich in ( n^-\'n^j Punkten/" 

I^e V(yrliergdienden Betrachtungen setzen uns in Stand in der 
U;iclite«ten Wei«e den folgenden Satz nachzuweisen: 

^^Eine auf einer Fläche zweiten Grades liegende 

Kaumcurve (n, -j- «j/'^ Ordnung besitzt — '- ^ 

durch einen willkürlichen Punkt gehende zweipunktige 
Secantcn.^^ 

Hei Hj ^^^ Fläche und C die Raumcurve. Um zu untersuchen, 
wie viel zweipunktige Secanten derselben durch den im Räume will- 
kürlich gewählten Punkt o hindurchgehen, projicieren wir die Curve 
C aus dem Punkte o central auf die Fläche B2, wodurch wir eine 
nrmc Curvc C erhalten. Da der aus o über C constmirte K^el 
von der Ordnung (n^ 4* ^2) ^^^ ^^^ ^^^ Gesammtschnitt mit der 
P'lächc; in welchem 6? sich auch vorfindet, von der 2(w, + «2)*'" ^^^' 
nung sein muss, so erkennt man sofort, dass €^ von derselben Ord- 
nung ist wie C. Aber überdiess lässt sich leicht einsehen, dass C 
zu derselben Familie wie C gehört, jedoch zu einem anderen Systeme. 
Denn wenn z. B. A^ eine Erzeugende des Systemes Z, ist, welche 
also C in W| Punkten triflft, so wird die Erzeugende ^2 ^^^ zweiten 
Hystcracs T^, welche in der Ebene (0 ^j) liegt, die Curve ^ in w, 
Punkten treffen, nämlich in den Projectionen der auf A^ liegenden 
Punkte von C. 

Es ist somit C eine Curve («j + n^) ^^^ Ordnung. Die beiden 
(yurvcn C und C werden somit rii^ + ^2^ gemeinschaftlicher Punkte 
besitzen. Diese Punkte sind zweierlei Art; es finden sich unter 
ihnen die (n, + Wj) Punkte vor, in welchen die Curve C die Polar- 
ebene des Punktes bezüglich der Fläche, zweiten Grades 
schneidet. 

Die übrig bleibenden (^,' + ^2^ — ^1 "-^2) Punkte rühren von 
zwoipunktigon durch gehenden Secanten der Curve C her und 
dft jode solche Sccante zu zwei Schnittpunkten der beiden Cur- 

von Anlass gibt, so erhält man in der That — ^ ^ — d. i. 

' * 2 ' ' durch gehende Secanten der Curve C, wo- 

durch der aufgestellte Satz bewiesen ist. 

So lässt z. B. eine Raumcurve dritter Ordnung nur eine, eine 
llaumcurvo vierter Ordnung erster Art zwei und eine solche zweiter 
Art drei zweipunktige Secanten durch einen Punkt zu. 

25. Kehren wir von dieser Abschweifung zu den Betrachtungen 
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des 21. Art. zurück. In demselben haben wir als projicirende 
Fläche eines die beiden Axen My N schneidenden Kegelschnittes ein 
Hyperboloid kennen gelernt. 

Der nächste bemerkenswerthe Specialfall ist der, dass der Ke- 
gelschnitt C2 nur eine Axe M, etwa in einem Punkte m triflFt, während 
er mit der zweiten Axe N keinen Punkt gemein hat. 

Für diesen Fall ist, wie sich aus Art. 15 des III. Theiles ergibt, 
die projicirende Fläche des Kegelschnittes eine Regelfläche F>^ dritter 
Ordnung, für welche die den Kegelschnitt schneidende Axe M die 
Doppellinie und die zweite Axe N die einfache Leitlinie ist. Der 
in der Ebene a des Kegelschnittes C^ liegende Projectionsstrahl A 
ist eine Erzeugende der Fläche; C^ und dessen Bild C^ sind Kegel- 
schnitte der Regelfläche, welche in zwei durch A gehenden Ebenen 
a,a liegen. Lässt man den Projectionscoefficienten k variiren, so 
beschreibt die Ebene a des ßildkegelschnittes C^ ein Ebenenbüschel 
mit der Axe Ay während der Kegelschnitt die Regelfläche /'g beschreibt. 
Hierbei bleiben die einzelnen Lagen eines Punktes von (7/ auf einem 
und demselben Projectionsstrahl e (derselben Erzeugenden von F^ 
einander entsprechende Punkte, woraus sich viele, über die Regelfläche 
F^ im dritten Theile ausgesprochenen Sätze nochmals begründen Hessen. 

Endlich ist noch der Fall zu erwähnen,* in welchem der Kegel- 
schnitt C2 ganz willkürlich im Räume liegt, so dass er also mit keiner 
der Axen einen Punkt gemeinschaftlich hat. Seine projicierende 
Fläche d. h. die Gesammtheit der durch seine Punkte gehenden pro- 
jicierenden Strahlen ist eine Regelfläche vierter Ordnung, für welche 
die beiden Projectionsaxen ü/, ^ Doppellinien sind, und welche den 
in der Ebene a des Kegelschnittes Cc^ liegenden Strahl zu einer 
Doppelerzeugenden hat. 

Um zu einem Punkte p von C^ den projicierenden Strahl P zu 
finden, bestimmt man die Ebenen {p M) = /i und {p N) = v, welche 
sich in der gesuchten Geraden P schneiden. Betrachtet man zwei 
solche Ebenen ft, v der beiden Büschel M^ N als entsprechende, 
welche sich in einer den Kegelschnitt C^ treffenden Geraden schnei- 
den, so werden die beiden Büschel M, N durch diesen Kegelschnitt 
in zwei -zweideutige Beziehung gesetzt, d. h. jeder Ebene ft des 
Büschels M entsprechen zwei Ebenen i/j, v^ des Büschels N, und 
umgekehrt jeder Ebene v des Büschels N zwei Ebenen ftj, ^2 
des Büschels M. Diese zwei - zwei - deutige Verwandtschaft ist 
jedoch, wie wir gleich sehen werden, von besonderer Art. Heisst 
nämlich der in der Kegelschnittsebene a liegende projicierende Strahl 
A^)j so sind die beiden durch ihn gehenden Ebenen {MA) {NA) 
zwei solche Ebenen, dass jede der anderen doppelt entspricht. Denn 

*) Das ist also die Verbindungslinie der Punkte (aiW), (aiV). 



r Ebene {M Ä) die beiden entsprechenden des Büschels N zu 

hat man durch N und die beiden Schnittpunkte der Ebene 
n Kegelschnitte C^ Ebenen zu legen, was offenbar, zweimal 
oene {NA) liefert. Dasselbe ergibt sich für die zweite 
{MA\ 

iB ErzeugnisB der beiden zwei-zwei-deutigen Ebenenbüschel 
st die projicierende Fläche F^, von welcher sich leicht zeigen 
lass es eine Fläche vierter Ordnung ist. 

ingt man nämlich eine beliebige Gerade G mit der Fläche in 
düng und fragt man nach den Schnittpunkten beider, so lassen 
ese folgendermassen bestimmen. Die Gerade G bestimmt mit 
iden Axen M, N ein einschaliges Hyperboloid ff^ , welches die 

a des Kegelschnittes C^ in einem Kegelschnitte C^ schneidet, 
iden Curven C^, C^ haben vier gemeinschaftliche Punkte und 
klar, dass die durch diese Punkte gehenden Erzeugenden der 

F^ zugleich Erzeugende der Fläche H^ sind und dass sie die 
( G in den Punkten schneiden, in welchen diese die Fläche F^ 

Jede Gerade bat also vier Punkte mit Ff gemeinschaftlich 
ilglich ist diese von der vierten Ordnung. 
i jeder durch eine der beiden Projectionsaxen M, X gehenden 

liegen zwei Erzeugende der Regelfläcbe Ff, wie aus dem 
gebenden zur Genüge erhellen dürfte. Aber auch durch jeden 

der einen oder der anderen Axe gehen zwei Erzeugende, 
h jene, welche in der durch diesen Funkt und die zweite Axe 
len Ebene liegen. Die beiden Projectionsaxen M, y sind da- 
oppellinien der Fläche, 

enkt man sich einen Punkt p des Kegelschnittes C^ und den 
diesen Punkt gebenden projicierenden Strahl P nach und nach 
öglichen Lagen angenommen, indem etwa p den Kegelschnitt 
chläuft, so wird p zweimal (im Reellen oder Imaginären) aut 
über schon besprochenen Strahl A zu liegen kommen und P 
ilso zu zwei verschiedenen Zeiten mit j4 zusammenfallen. Es 
iicb somit die Fläche Ff in diesem Strahle A so zu sagen selbst 
ichneiden d. h. A ist eine Doppelerzeugende der Fläche. 
1 der That wird auch die Fläche F^ von jeder durch A gehen- 
bene a' in einem Kegelschnitte C^' geschnitten, was daraus her- 
it, dass man a als das Bild von « für einen bestimmten Pro- 
iscoefficienten betrachten kann. Das Bild von C^ wird dann 

a liegender Kegelschnitt (7;' sein, nämlich der Schnitt von a 

äest man den Projectionscoefficienten variiren, so erhält man 
löglieben Lagen von «' und damit auch alle möglichen der 
> F^ eingeschriebene Kegelschnitte. 
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Wir können die bisherigen Ergebnisse folgendermassen aus- 
drücken : r • 

„Die windschief projicierende Fläche eines Kegel- 
schnittes ist eine Regelfläche vierter Ordnung, für welche 
die beiden Projectionsaxen Doppellinien sind und für 
welche der in der Kegelschnittsebene liegende Projec- 
tionstrahl eine Doppelerzeugende ist. Jede durch die 
Doppelerzeugende gehende Ebene schneidet die Fläche 
in einem Kegelschnitt." 

Aus dem Vorhergehenden folgt weiter sofort, dass jede durch 
eine der beiden Doppellinien Mj Abgehende Ebene eine Doppeltan- 
gentenebene der Fläche ist und dass in jedem Punkte einer Doppel- 
linie die Fläche von zwei Ebenen berührt wird. 

Der reciproken Natur der Fläche F^ wegen lässt sie auch eine 
doppelte Erzeugung zu. 

Wir haben F^ als das Erzeugniss zweier zwei- zwei -deuti^er 
Ebenenbüschel iüf , N erkannt , deren entsprechende Ebenen sich auf 
einem festen Kegelschnitte C,^ begegneten. Es ist klar, dass man die- 
selbe Fläche /'^ als Erzeugniss zweier zwei-zwei- deutigen Punktreihen 
auf den beiden Axen Mj N erhält, welche dadurch bestimmt er- 
scheinen, dass die Verbindunglinien zweier entsprechender Punkte 
den Kegelschnitt C2 schneiden muss. Um also zu einem Punkte m 
von M die beiden entsprechenden n^ Wj von N zu finden, construire 
man über C^ aus m als Scheitel einen Kegel, welcher N in den zwei 
fraglichen Punkten schneidet. 

Eine beliebige Ebene schneidet die Regelfläche F^ in einer Curve 
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten,^) nämlich jenen, in welchen 
sie die beiden Doppellinien My N und die doppelte Erzeugende A 
schneidet. Eine Ebene, welche eine Erzeugende enthält, schneidet 
die Fläche in einer Curve dritter Ordnung, welche auf den Doppel- 
linien einfache Punkte und auf der Doppelerzeugenden einen Doppel- 
punkt besitzt. Eine durch eine Doppellinie gehende Ebene enthält 
ausser dieser noch ein Erzeugendenpaar der Fläche und eine durch 
die Doppelerzeugende A gehende Ebene ausser dieser noch einen 
Kegelschnitt. Die reciproken Resultate sind leicht zu bilden. 

Der der Fläche aus einem beliebigen Punkte umschriebene Kegel 
ist von der vierten Classe und besitzt die drei durch My N Xind A 
gehenden Ebenen zu Doppeltangentenebenen. Der der Fläche aus 
einem ihrer Punkte umschriebene Kegel ist von der dritten Classe und 
hat die durch A gehende Ebene zur Doppeltangentenebene. Der aus 



') Vergleiche Steiners ),£ntwickeluBg*^ und zwar die allgemeine Anmerkung. 
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einem Punkte der Doppelerzeugenden A der Begelääche umschriebene 
Kegel bt vom zweiten Grade. Das letztere folgt bauptsächlich aas 
der »peciellen Natur der die Fläche erzeugenden zwei-zwei-dentigen 
Punktreiben . und Ebenenbuschel. Wir haben gesehen ^ dass sich 
die beiden durch die Doppelerzeugende A gehenden Ebenen {M A)j 
{NA) gegenseitig doppelt entsprechen. 

Würde man die beiden Ebenenbüschel if, Nj welche in ihrer ur- 
sprünglichen Lage die Fläche F^ vom vierten Grade erzeugen, so 
zu einander legen, dass sich die Ebenen {MA), (NA) deckten, so 
würde sich das Erzeugniss der beiden Büschel auf einen Kegel zweiten 
Grades reduciren« Aus diesem Grunde könnte man die beiden 
zwei' zwei' deutigen Büschel M, N ab „reductionsfähig vom 2^**" 
Grade" und das Ebenenpaar (ilf-<^) , (-V^ als das „Reductions- 
elementenpaar 2**° Grades" bezeichnen. 

Diese Ebenenbüschel sind Scheine von solch zweien ebenen 
Strahlcnbüscheln , in denen sich zwei entsprechende Strahlen auf 
einem festen Kegelschnitte schneiden. 

Es liessen sich viele interesante Eigenschaften der Fläche F^ 
angeben, welche aus ihrer Erzeugun^^ durch zwei -zwei -deutige vom 
zweiten Grade reductionsfähige Elementargebilde fliessen, auf deren 
Mittheilung wir, um den umfang der Note nicht übermässig auszu- 
dehnen, verzichten müssen. Nur eines mag erwähnt werden. Aus 
dem vorletzten Satze des 19. Artikels folgt nämlich unmittelbar der 
Satz : 

„Durch zwei beliebig im Räume liegende Kegelschnitte 
lassen sich vier Regelflächen vierten Grades mit einer 
Doppelerzeugenden und zwei zusammenfallenden geraden 
Doppellinien legen." 

26. Wir wollen endlich die projicierende Fläche einer beliebigen 
Raumcurve 6'„ w*^«^ Ordnung bestimmen. Man erhält dieselbe als Ort 
einer Geraden P, welche die drei Linien My N, Cn schneidet. Um 
den Grad der Fläche zu erhalten, bringen wir sie mit einer beliebigen 
Geraden G in Verbindung. Diese Gerade bestimmt mit den beiden 
Projectionsaxen Jf, N ein Hyperboloid, weiches von der Raumcurve 
On in 2n Punkten geschnitten wird. Die durch diese Schnittpunkte 
gehenden projicierenden Strahlen bestimmen auf G Punkte, welche 
auf der projicierenden Fläche Hegen. Die Fläche ist somit von der 
2yiicn Ordnung. 

Durch jeden Punkt einer der beiden Projectionsaxen z. B. M 
gehen n Erzeugende der projicierenden Fläche F^n* Denn der aus 
dem Punkte über Cn construirte Kegel ist von der n>^^ Ordnung 
und trifft die zweite Axe N in n Punkten, so dass die durch diese 



I.. 
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gehenden Kanten des Kegels die betreflfenden Erzeugenden der 
Flasche sind. Ebenso leicht erkennt man, dass in jeder durch eine 
der beiden Äxen gehenden Ebene n Erzeugende der projicierenden 
Fläche liegen. Hieraus folgt, dass die beiden Axen My N n- fache 
Leitlinien der Fläche F^n sind. 

„Die windschief projicirende Fläche einer Curve w*^«^, 
Ordnung ist eine Regelfläche /"j« ^n^^'^ Ordnung, für 
welche die beiden Projectionsaxen w-fache Leitlinien 
sind.'* 

In jedem Punkte einer der beiden Axen wird die Fläche von 
n Ebenen berührt und jede durch eine der beiden Axen gehende 
Ebene ist eine w-fache Tangentialebene der Fläche. 

Man kann sich die Fläche F^n in doppelter Weise erzeugt denken. 
Einmal entsteht sie durch zwei w-deutige Ebenenbüschel My N, welche 
dadurch bestimmt sind, dass man zwei Ebenen als einander ent- 
sprechend bezeichnet, welche sich in einem Punkte der Curve Cn 
schneiden. 

Andererseits ist i^j« das Erzeugniss zweier w- deutigen Punkt- 
reihen My Ny bei welchen die Verbindungslinie zweier entsprechender 
Punkte die Curve Cn schneidet. Die Fläche wird eine leicht be- 
stimmbare Zahl X von Doppelerzeugenden X besitzen. Eine solche 
Doppelerzeugende wird offenbar eine Gerade sein, welche M und N 
einpunktig und Cn zweipunktig schneidet. 

Sei r der Rang der Raumcurve Cn d. h. die Ordnung ihrer ^de- 
veloppablen Fläche oder die Zahl der Tangenten der Curve, welche 
eine beliebige Gerade schneiden. Dann ist die Zahl der aus einem 
Punkte der Axe M an einen durch diesen Punkt gelegten ebenen 
Schnitt gehenden Tangenten (2«-f-r), weil die n Tangenten des 
w-fachen Punktes doppelt zu zählen sind. Die Classenzahl des ebenen 
Schnittes, welcher von der 2n-^*^" Ordnung ist und zwei w-fache neben 
X doppelten Punkten besitzt, ist: 

2ni2n—l)'-2n{n — \)—2x 
wodurch man zu folgender Gleichung gelangt: 

2n {2n — 1) — 2n (n — 1) - 2;^ = 2n -f r 
woraus folgt: 

a;=w(w- 1) - 2 



^) Vergleiche Salmon- Fiedler, analytische Geometrie des Raumes, II. Band, 
pag. 527. 
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„Die windschief projicierende Fläche einer Curve 
;jtcr Ordnung r*®" Ranges besitzt \n{n — 1) — y Doppel- 
erzeugende." 

Jeder ebene Schnitt der Fläche ist eine Curve 2n^" Ordnung 

mit zwei n-fachen und \ n (n — 1) — y Doppelpunkten. Der der 

Fläche aus einem Punkte umschriebene Kegel ist von der 2/^*^" 

ClassC; besitzt zwei w-fache und \n {n — 1) — y Doppeltangen- 
tenebenen. 

Es wird dem Leser nicht schwer fallen, die Specialisirung der 
Fläche i^2« 2^ bestimmen, welche sie erfährt, wenn eine oder die 
andere Axe M, N eine mehrpunktige Secante der Curve wird, oder 
wenn eine mehrfache Erzeugende auftritt, wesshalb wir weiter auf 
diese Verhältnisse nicht eingehen wollen. 

27. Wir haben schon im 17. Art. gesagt, dass die windschiefe 
Projection einer beliebigen Fläche n}^^ Grades wieder eine solche 
Fläche ist. 

Es wird also speciell die windschiefe Projection einer Fläche 
F.y zweiten Grades wieder eine Fläche F^ zweiten Grades sein, und 
wir wollen in Kürze die wichtigsten Beziehungen der beiden Flächen 
F.^, F^ näher beleuchten. 

Jeder Projectionsstrahl Py welcher in m, n den beiden Axen M, 
N begegnen möge, schneidet die Fläche F^ in zwei Punkte^ a^y 
fL, und die Fläche F^ in zwei Punkten öj', a^, so dass : 

wird. Dann ist «,' die Projection von «, und öj' j^^® ^^^ ^2- 

Würden die Punkte a^ und a.^ zusammenfallen, so zeigt die 
obige Gleichung, dass auch a^ und öTj' zusammenfallen müssen, d. h. 
ein Projectionsstrahl, welcher die eine Fläche berührt, berührt auch 
die andere. Es ist somit das Bild F2 in jene Regelfläche U einge- 
schrieben, welche eine Gerade beschreibt, welche die beiden Axen M, 
N schneidet und die Fläche JPj berührt. 

Lässt man My N ui>d F{ {Q^i, so bleibt auch U fe3t, und wenn 
man dann den frojectionscoefficienten k variiren lässt, so erhält 
man ein System von Flächen {F^) zweiten Grades, welche der Fläche 
U eingeschrieben sind und als Bilder der Fläche F^ auftreten. 

Ehe wir jedoch zur Untersuchung dieses Flächensystemes. schrei- 
ten, wollen wir -die Beziehungen der Fläche F2 mit einer Fläche F^ 
dieses Systemes, welche dem Coefficienten k entspricht, betrachten. 

Jedem Punkte von F^ entspricht ein Punkt von F^ ) welcher 
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mit ersterem auf einem Projectionsstrahle liegt. Jeder Tangential- 
ebene von ^^2 entspricht eine Tangentialebene von F^^ welche mit 
ersterer durch einen Projectionsstrahl hindurchgeht. 

Die Fläche F^ trifft jede der beiden Axen M, N in einem Punkte- 
paare, durch welches also auch die Fläche F^ hindurchgehen muss, 
weil nämlich ein auf einer der Axen liegender Punkt seine eigene 
Projection ist. 

Es sind somit die beiden Axen M, N zweipunktige Secanten der 
gemeinschaftlichen Schnittcurve der beiden Flächen. 

Durch jede der beiden Axen geht an F^ ein Tangentialebenen- 
paar, welches auch die zweite Fläche F^ berühren muss, weil eine 
durch eine Axe gehende Ebene ihre eigene Projection ist. Es sind 
also die beiden Flächen F^y F^ dem von diesen vier Ebenen ge- 
bildeten Tetraeder, für welches M und A^ zwei gegenüberliegende 
Kanten sind, eingeschrieben. 

Die Fläche U wird die Fläche F,^ in einer Curve R, und F^ in 
einer Curve R berühren, und es wird offenbar letztere das Bild der 
ersteren sein. 

Es lässt sich nun leicht zeigen', dass R und demnach auch R 
eine Curve vierter Ordnung zweiter Art ist. Lässt man nämlich 
den Projectionscoefficienten k stetig sich der Einheit nähern, so 
wird sich die Fläche F^ stetig der Fläche F^ und daher die Curve 
R' stetig der Curve R und zugleich der Durchschnittscurve der bei- 
den Flächen F^, F^ nähern. Geht schliesslich F^ in F2 über, so 
wird die Schnittcurve beider Flächen in R übergehen und somit ist 
R und daher auch R' eine Curve vierter Ordnung erster Art. 

Gleichzeitig ergibt sich aus dem Vorhergebenden, dass die bei- 
den Projectionsaxen Jf, N zweipunktige Secanten der Curven R, 
R sind. 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie zwei feste Ge- 
rade My N schneidet und eine Fläche zweiten Grades F^ 
berührt, so bilden die Berührungspunkte eine Raumcurye 
vierter Ordnung erster Art.*' 

Es lässt sich auch leicht zeigen, dass die erzeugte Fläche U von 
der vierten Ordnung ist. Denn um ihre Schnittpunkte mit einer 
Geraden G zu bestimmen, betrachte man das durch M, Nxmdisfi be- 
stimmte Hyperboloid; dasselbe trifft R in acht Punkten, von denen 
auf M und N je zwei liegen. 

Die durch die übrigen vier Schnittpunkte gehenden. Erzeugenden 
von U und dem Hyperboloide treffen G in den Punkten, welche diese 
Gerade mit U gemein hat, folglich ist U vom vierten Grade. Man 
kann sich U als Erzeugniss zweier zweideutigen Ebenenbüschel M^ 
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N denken, weleKe dadurch definirt sind, dasa je zwei sich in einem 
Punkte der Curve R schneidende Ebenen entsprechend sind.') 

Hieraus folgt, dass M, N Doppellinien der Fläche ü sind. 

„Berührt eine Gerade eine Fläche /'j zweiten Grades, 
während sie zwei feste Gerade ^, JV schneidet, so erzeugt 
sie eine^ Regelfläche ü vierter Ordnung, für welche 
die beiden Geraden Doppellinien sind. Der Fläche 
U lassen sich unendlich viele Flächen zweiten Grades 
längs Curven vierter Ordnung einsehreiben, welche dnrch 
dieselben vier auf ^ und N zu je zweien liegende Punkte 
gehen und dieselben vier durch M und N zu je zweien 
gehende Ebenen berühren." 

Umgekehrt kann man jede Regelfläche vierten Grades, welche 
durch zwei zweideutige Ebenenbüschel erzeugt wird, als die obige 
betrachten. 

Dieselbe Fläche ergibt sich als Erzeügniss zweier zweideutigen 
Punktreihen auf M und N, welche entstehen, wenn man zwei solche 
Punkte der beiden Geraden als entsprechend bezeichnet, deren Ver- 
bindungslinie eine Tangente der Fläche F^ ist. 

Auch mag noch folgender Satz Erwähnung finden: 

,,Jede Fläche zweiten Grades kann man auf unend- 
lich viele Arten als ihre eigene harmonisch-windschief 
Collineare betrachten, wenn man nur zwei reciproke Po- 
laren der Fläche zu Projectionsaxen nimmt." 

Es folgt diess unmittelbar aus der nachstehenden bekannten Be- 
merkung. Sind M, N zwei reciprocke Polaren bezüglich der Fläche 
f 2 und P eine Transversale derselben, welche M und N resp. in m und 
n und F^ in a, a schneidet, so ist bekanntlieh {mnaa')^— 1, 
woraus sofort die Richtigkeit des angeführten Satzes fliesst. 

28. Schliesslich mag noch in Kürze die analoge Betrachtung für 
eine beliebige allgemeine Fläche n-^"' Ordnung F^ durchgeführt 
werden. 

Die windschiefe Projection von F„ wird wieder eine Fläche Fä 
n"' Ordnung sein, welche die beiden Axen M, N in denselben Punkten 
als F„ schneidet und welche auch die durch die Axen an F„ gehen- 
den Tangentialebenen berührt. 

Die Fläche Uy welche von der Gesammtheit der die Fläche F„ 
berührenden Projectionsstrahlen gebildet wird, wird die Fläche F^ 
in einer Curve R von der n^^"" Oi-dnung') berühren, welche die bei- 
den Axen zu n-punktigen Secanten besitzt. 

') Wir bemerken, dasa diese zweidentigen Ebenenlifischel allgemeiner Art sind. 
') Nämlich in der Schnittlinie von Fr, mit einer unendlich nuhen Fläche der- 
selben Ordnung. 
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Hieraus folgt, dass man sich Z7 als das Erzeugniss zweier 
n{n — 1)- deutigen Ebenenbüsehel 46nken könne und dass folglich 
die Fläche U von der 2n(n-^ 1) ^^ Ordnung ist und die beiden Axen 
Mj N ZM n{n — 1) -fachen Leitcurven besitzt. 

Ebenso einfach ersieht man , dass sich in die Fläche U unend- 
liche viele Flächen w*^*^ Ordnung nach Raumcurven /i^-ter Ordnung 
einschreiben lassen. 

,,Berührt eine Gerade eine Fläche w**^*" Ordnung und 
schneidet sie zwei feste Gerade, so erzeugt sie eine 
Regelfläche 2n(n — 1)*®^ Ordnung, für welche die beiden 
geraden Leitlinien n{n — l)-fache Linien sind, und wel- 
cher sich unendlich viele Flächen w*^^ Ordnung nach 
Durchschnittscurven zweier Flächen w-**^'* Ordnung ein- 
schreiben lassen." 

Dieselbe Fläche U stellt sich als das Erzeugniss zweier n (n — 1)- 
deutiger Punktreihen auf M und N dar, bei denen die Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte Tangenten der Fläche Fn sind. 
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